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Neste trabalho estudamos o problema de difração de ondas eletromagnéticas em aberturas metálicas
cobertas com grafeno, com o objetivo de excitar plasmões polaritões de superf́ıcie neste material bidi-
mensional. Em primeiro lugar, consideramos a difração de um pacote de ondas numa abertura metálica
perfeitamente condutora de dimensões finitas. Começamos por considerar o caso sem grafeno e, poste-
riormente, consideramos mais três casos: primeiro colocamos uma folha de grafeno suspensa na base da
estrutura metálica; depois acrescentamos outra folha no topo da abertura do sistema anterior e final-
mente, consideramos uma folha infinita posicionada a uma certa distância do metal (abertura). Por fim,
consideramos a difração do modo fundamental de um guia de ondas semi-infinito tanto num metal perfeito
como num metal real. Voltamos a considerar separadamente, a presença de grafeno na sáıda da cavidade
e a uma certa distância da mesma. Em ambos os problemas (abertura finita e guia de ondas), calculamos





In this work we study the diffraction of electromagnetic waves by metallic apertures covered with
graphene, in order to excite surface plasmon polaritons in this two dimensional material. First, we
consider the diffraction of a wave packet in a finite metallic aperture perfectly conductive. We start by
the case with no graphene and then, consider three more cases: first we place a graphene sheet suspended
in the bottom of the metallic structure; then we add another sheet on the top of the previous system
and finally, we consider an infinite graphene sheet placed at a certain distance from the metal (cavity).
Lastly, we consider the diffraction of the fundamental mode of a semi-infinite waveguide either in a per-
fect metal and in a real one. We consider again separatly, the presence of graphene in the bottom of the
waveguide and the same material posicioned apart from the metal. In both problems (finite aperture and
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2.1 Superf́ıcie ciĺındrica fechada S composta pelas superf́ıcies abertas S1, S2 e S3. h é a altura
do cilindro. n̂ é o versor normal à interface que separa os dois meios distintos de funções
dielétricas ε1 e ε2. n̂1 e n̂2 são os versores normais às superf́ıcies S1 e S2, respetivamente. 8
2.2 Contorno fechado C composto pelos contornos abertos C1, C2, C3 e C4. n̂ é o versor
normal à interface que separa os dois meios distintos de funções dielétricas ε1 e ε2 e t̂ o
versor tangencial a esta interface e normal à superf́ıcie aberta englobada pelo contorno C,
que aponta para fora da folha. dl1 e dl2 são os vetores tangenciais aos contornos C1 e C2,
respetivamente, e h a largura de C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3 Representação gráfica da condutividade de Drude do grafeno. No lado esquerdo podemos
observar a parte imaginária desta função e no lado direito a sua parte real, ambos os casos
para duas energias de Fermi distintas. Os parâmetros considerados foram EF = 0.5 eV e
~γ = 0.004 eV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.1 Folha de grafeno bidimensional de condutividade σ(ω). O eixo z aponta para fora da folha.
ε1 e ε2 são as funções dielétricas dos dois meios considerados. . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2 Relação de dispersão dos SPP’s: energia como função da parte real (esquerda) e da parte
imaginária (direita) de q, para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV e ε1 = 1 = ε2. À esquerda
podemos também ver a relação de dispersão da luz no vácuo (linha castanha, meios 1 e 2). 15
3.3 Perfil do campo elétrico plasmónico de uma folha de grafeno no vácuo (ε1 = 1 = ε2).
A energia de Fermi considerada é 0.5 eV e tomamos ~γ = 0. Consideramos também
~ω = 0.055 eV e q = 2.1 µm−1. A folha de grafeno está representada pela linha preta em
x = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.4 Folha de grafeno bidimensional de condutividade σ(ω) colocada a uma distância d de um
metal perfeito. O eixo z aponta para fora da folha. ε1 e ε2 são as funções dielétricas dos
dois meios considerados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.5 Relação de dispersão dos SPP’s: energia como função da parte real (esquerda) e da parte
imaginária (direita) de q, para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, ε1 = 1 = ε2 e d = 0.01 µm.
As linhas a cheio representam a solução anaĺıtica e as ponteadas a numérica. . . . . . . . 19
3.6 Comparação da relação de dispersão dos SPP’s de uma folha de grafeno isolada com os
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4.2 Representação gráfica dos modos próprios da cavidade considerada no problema. Consi-
deramos ε2 = 1, a = 0.3 µm e d = 0.1 µm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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1.1 Estado da Arte
O fenónemo de difração de ondas eletromagnéticas em aberturas metálicas tem sido amplamente estudado
ao longo dos anos [1]- [15]. Recorrendo à expansão em modos de Fourier dos campos eletromagnéticos
difratados e ao acoplamento destes aos modos da cavidade, é posśıvel obter soluções anaĺıticas computaci-
onalmente eficientes [1]. Os problemas de espalhamento a partir de uma única abertura são fundamentais,
na medida em que funcionam como base para aqueles em que estão presentes múltiplas cavidades, exi-
bindo estes últimos muito mais alta eficiência de transmissão ótica para as mesmas frequências. Estas
ressonâncias de magnitude elevada na transmitância do sistema têm importantes aplicações tecnológicas,
como por exemplo a fotolitografia [16]. Além disto, Fernández-Domı́nguez et al. [17] demonstraram que
quando a posição destes máximos é próxima do peŕıodo da rede, ela é extremamente influenciada pelo
número de fendas perfuradas no metal. Se considerarmos que o diâmetro das aberturas é muito inferior
ao comprimento de onda da radiação incidente, gera-se um fenómeno conhecido como transmissão ótica
extraordinária [18,19], no qual a quantidade de energia transmitida através das aberturas é muito superior
à esperada para a gama ótica em questão, sendo por isso observados picos bem definidos no espetro da
transmitância.
Analisando mais detalhadamente o problema de uma única abertura, vemos que podemos estudar a
dependência das suas propriedades óticas com múltiplos parâmetros, todos eles manipuláveis experimen-
talmente, como a largura e comprimento da mesma, meio dielétrico colocado no seu interior, frequência
da radiação incidente, ângulo de incidência, etc. Bravo-Abad et al. [20] focam-se precisamente na variação
do ângulo de incidência, na largura da fenda e no ı́ndice de refração da cavidade. Nesta referência, é
discutido o facto de que no regime em que a largura da abertura é muito menor que o comprimento de
onda da radiação, as ressonâncias que surgem nos gráficos da transmitância são devidas à excitação de
modos guiados dentro da cavidade. Além disto, a largura destas ressonâncias e a intensidade dos campos
elétricos, estão diretamente relacionados com a largura da abertura. São também observadas ressonân-
cias de Fabry-Perot [13, 14, 21, 22] para incidência normal. Contudo, quando esta largura é comparável
ao comprimento de onda, surgem rápidas oscilações no espetro da transmitância para comprimentos de
onda em que determinados modos da abertura se tornam propagantes. Verifica-se também uma variação
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das frequências das referidas ressonâncias com o ı́ndice de refração do material no interior da abertura.
Este problema pode tornar-se ainda mais interessante se incluirmos uma folha de grafeno nas pro-
ximidades do metal, na medida em que desta forma é posśıvel excitar plasmões polaritões na superf́ıcie
do mesmo [23, 24]. Estes últimos correspondem a ondas eletromagnéticas que se acoplam a oscilações
de carga dos eletrões da banda de condução e que se propagam na interface entre um dielétrico/ar e
um condutor [25, 26]. Relativamente aos SPP’s dos metais [27], os do grafeno têm como vantagem o
facto de terem um maior tempo de vida, um mais elevado grau de confinamento [28–30] sendo ainda
pasśıveis de sintonização qúımica e eletrónica [31–33]. A sintonização eletrónica é efetuada com recurso
a uma diferença de potencial Vg, aplicada entre o grafeno e uma placa condutora, formando assim um
condensador de placas paralelas, no qual o campo elétrico é dado por E = Vg/d, onde d é a distancia
entre as placas. Recordando a lei de Gauss do eletromagnetismo sabemos que E = nee/ε0, sendo ne a
densidade eletrónica, e a carga do eletrão e ε0 a permitividade do vácuo. Ora isto permite-nos obter que
ne =
Vgε0
ed e tendo em conta que a energia de Fermi do grafeno varia com
√
ne vemos que é posśıvel con-
trolar o seu valor variando o valor da tensão aplicada ao sistema. Ren et al. [34] recorrem à espetroscopia
terahertz e infravermelha para modular a energia de Fermi de uma folha de grafeno com um cent́ımetro,
conseguindo obter resultados que demonstram as funcionalidades chave dos aparelhos de grafeno de larga
área na optoeletrónica dos terahertz e infravermelho. O grafeno é também excelente para a construção
de moduladores [35] eletro-absorventes [36], capazes de controlar extraordinariamente a refletância da
radiação terahertz. Estes aparelhos conseguem atingir uma profundidade de modulação de 64% com
perdas mı́nimas, concentrando a intensidade do campo elétrico na camada de grafeno. Ainda na mesma
região do espetro eletromagnético, este material é útil na construção de biossensores, pois introduzindo-o
numa cavidade de metamaterial absorvente nos THz e inserindo nela os alvos de deteção, a ressonância de
absorção da cavidade sofre uma grande alteração devido à forte interação destes alvos com o grafeno [37].
Estas são apenas algumas das razões pelas quais este material bidimensional isolado em 2004 por
Novoselov et al. [38] é alvo de tanto interesse atualmente. O mesmo apresenta notáveis propriedades
óticas, mecânicas e eletrónicas [39–44], tendo por isso, aplicações diversas como biossensores óticos [45],
nanoantenas óticas [46] e processamento de informação quântica [47].
Assim, este problema de difração de ondas eletromagnéticas a partir de uma abertura metálica coberta
com uma folha de grafeno é de importante estudo, na medida em que é uma nova forma de excitar plasmões
de superf́ıcie no grafeno, principlamente, se ao invés de uma onda plana, considerarmos a incidência de
um pacote de ondas, cujo acoplamento aos campos plasmónicos é mais eficiente [28].
Um problema muito semelhante que também possibilita a excitação de SPP’s numa folha de grafeno é a
difração de um modo de um guia de ondas semi-infinito [48]. Desta forma, cobrindo o guia com o material
2D, o espalhamento da onda emergente nas extremidades da abertura dá origem a modos eletromagnéticos
entre a folha de grafeno e o metal, cujo acoplamento ao grafeno corresponde aos plasmões.
Além disto, o grafeno colocado após o metal (isto é, a uma certa distância da abertura) comporta-se
como um guia de ondas aberto, suportanto por isso modos radiativos e plasmónicos [48, 49]. Expandido
então os campos como combinações lineares destes modos é posśıvel obter a densidade de probabilidade
espacial de excitar plasmões.
O estudo de problemas de espalhamento num guia de ondas é também muito conhecido na literatura
tanto para um metal perfeito como para um metal real [49–52]. Sturman et al. [51] consideram precisa-
mente este sistema com o metal perfeito e têm em conta duas situações distintas: uma em que a onda
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incidente vem de dentro da cavidade e é o modo fundamental da mesma e outra em que a onda incidente
vem de fora do guia de ondas. Os autores desenvolvem um método semi-anaĺıtico para a resolução do
problema e mostram que os cálculos associados à incidência do modo fundamental da abertura se reduz
ao problema da onda vinda do exterior com incidência normal. Com isto, estudam então as grandezas
associadas a um problema de difração em função do ângulo de incidência e do comprimento de onda da
radiação. São também reportadas ressonâncias de Fabry-Perot. Além disto, é referido que o problema
estudado serve como base à análise daquele em que se considera uma estrutura periódica de aberturas [53]
e ao caso do metal real com uma função dielétrica complexa [52].
Lalanne et al. [49, 50] também analisam estes mesmos problemas para o caso em que o metal é real,
mas levam a cabo um estudo mais detalhado da geração de plasmões nas interfaces metal-dielétrico. A sua
análise é suportada por um formalismo teórico baseado na técnica de descomposição em modos normais
do sistema (modos radiativos e plasmónicos) e por um modelo semi-anaĺıtico que providencia fórmulas
precisas para a probabilidade de excitação de plasmões. Os seus resultados estão em excelente acordo
com os experimentais, mesmo para metais nobres com baixa condutividade, como é o caso do ouro na
região viśıvel do espetro, para os quais foi demonstrado que existe um maior fração da radiação incidente
que se acopla aos modos plasmónicos. Deve notar-se que estes plasmões que se formam na interface
dielétrico-metal têm uma energia muito superior aos SPP’s no grafeno, uma vez que como referido no
caso do ouro está na região viśıvel, enquanto que para o grafeno a excitação ocorre para a gama do
infravermelho médio e dos THz. Lalanne et al. [54–56] alargam o estudo da formação de SPP’s a uma
rede de múltiplas fendas, onde mostram, que os plasmões estão na base do fenómeno da transmissão ótica
extradionária, referido acima.
1.2 Estrutura do Presente Trabalho
Neste trabalho estudamos o processo de difração de radiação eletromagnética em aberturas metálicas,
tendo como base alguns dos problemas descritos acima. Consideramos então dois problemas centrais: uma
abertura retangular perfurada num metal perfeito (PEC) e um guia de ondas retangular semi-infinito.
Começamos por considerar a transmissão de ondas através destes sistemas simples e posteriormente,
adicionamos uma folha de grafeno a cada um e estudamos duas configurações, uma em que a folha está
suspensa diretamente nas estruturas metálicas e outra em que é inserida a uma determinada distância das
mesmas. O objetivo nestes últimos casos é então obter a excitação de plasmões polaritões de superf́ıcie
no grafeno, por meio da difração das ondas eletromagnéticas.
Com isto, torna-se também importante fazer um estudo dos modos plasmónicos do grafeno, tanto
para uma folha isolada, como para uma nas proximidades de um metal. Assim, consideramos também
estes dois problemas, de forma a obter as relações de dispersão dos SPP’s e a representar o perfil espacial
dos campos elétricos. É importante referir que estamos apenas interessados nos modos com polarização
TM, pois são estes que são responsáveis pela excitação de SPP’s no grafeno.
Resolvendo então as equações de Maxwell e aplicando as condições fronteira apropriadas, conseguimos
obter a relação de dispersão dos plasmões e as relações entre os coeficientes dos campos eletromagnéticos.
Esta correspondência entre o momento do plasmão e a sua energia mostra-nos que a assinatura destas
quasi-part́ıculas é o facto da sua frequância variar com a ráız quadrada da energia de Fermi do grafeno.
Quanto à representação gráfica dos campos, temos apenas que escolher uma frequência e obter o respetivo
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momento por meio da relação de dispersão.
Quanto ao primeiro problema, consideramos a incidência normal de um pacote de ondas, localizado no
espaço e contendo apenas momentos de modos propagantes, na referida abertura metálica. Este problema
é tratado resolvendo a equação de Helmholtz nas várias regiões do espaço de forma a obter os campos.
Aplicando em seguida as condições fronteira electromagnéticas, podemos determinar a relação entre os
campos nas várias regiões espaciais do sistema. Posteriormente, para podermos quantificar a energia que
é refletida e a que é transmitida, calculamos os vetores de Poynting respetivos, que nos permitem obter a
refletância e a transmitância. Sendo o metal perfeito, não existem perdas de energia e consequentemente
a absorvância é nula.
Em segundo lugar, consideramos os casos com a folha de grafeno inserida no sistema, que se resolvem de
uma maneira muito semelhante ao inicial, mas tendo em conta a condutividade do grafeno nas condições
fronteira. A presença deste material manifesta-se por meio da absorvância, que passa a ter um valor
finito. A excitação de SPP’s no material é verificada pela dispersão dos máximos da absorvância com a
energia de Fermi do grafeno. Temos então um pacote de ondas que ao ser difratado nas bordas do metal
se acopla aos modos da cavidade, dando origem a ondas evanescentes na superf́ıcie do grafeno.
Em terceiro e último lugar, temos o problema do guia de ondas semi-infinito. O que difere neste
caso, é o facto da onda incidente ser um modo que já se propaga no interior da abertura metálica. O
modo escolhido do guia de ondas é o fundamental, tendo portanto um momento bem definido, ao invés
do pacote de ondas. O procedimento a adotar para resolver o problema é o mesmo que o anterior. Além
disto, consideramos também uma pequena variação do sistema, em que o metal do guia de ondas é real
em vez de perfeito e efetuamos uma breve comparação entre os resultados obtidos para os dois metais.
Assim, neste terceiro problema, temos o modo fundamental do guia de ondas a sofrer difração à sáıda
do mesmo, o que provoca a excitação dos plasmões no grafeno.
A estrutura do trabalho é a seguinte: está divido em 6 caṕıtulos, sendo este o primeiro. No segundo,
fazemos uma breve revisão das equações de Maxwell na forma diferencial e integral e uma derivação das
condições fronteira que delas advêm. Além disto, analisamos também o modelo de Drude-Lorentz, que
nos permite obter uma expressão matemática para a condutividade de Drude do grafeno. Passando para o
caṕıtulo 3, fazemos uma derivação das relações de dispersão de uma folha de grafeno, tanto isolada como
nas proximidades de um metal e em seguida, representamos graficamente os campos evanescentes dos
problemas. Consideramos também o caso da dupla camada de grafeno inserida entre meios dielétricos.
No quarto caṕıtulo começa a parte mais importante do trabalho, aquela em que iniciamos o estudo
dos problemas de difração. Primeiramente, consideramos o espalhamento de um pacote de ondas apenas
numa abertura metálica perfurada num metal perfeito. Em seguida temos mais dois sistemas: primeiro
colocamos apenas uma folha de grafeno na base da abertura e posteriormente, acrescentamos outra folha
de grafeno no topo da mesma, de forma a existirem duas folhas de grafeno a cobrir completamente
a cavidade. Finalmente, consideramos o caso em que temos apenas uma folha de grafeno inserida a
uma determinada distância da estrutura metálica. Em todas as secções deste caṕıtulo são calculadas a
refletância, transmitância e absorvância do sistema, ou seja, as quantidades mais relevantes no problema
de espalhamento. O mesmo se aplica ao caṕıtulo posterior.
No caṕıtulo 5, consideramos então a difração do modo fundamental de um guia de ondas em 5
sistemas diferentes: os dois primeiros são apenas o guia de ondas num metal perfeito e num metal real,
respetivamente; os dois sistemas que se seguem são iguais aos anteriores, mas com uma folha de grafeno
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posicionada após o metal; para o caso do metal perfeito avaliamos a eficiência de excitação de plasmões;
o último sistema é novamente o guia de ondas num metal perfeito, mas com uma folha de grafeno à sáıda
da abertura. Finalmente, temos o sétimo caṕıtulo, dedicado à discussão das conclusões que podemos




Neste caṕıtulo pretendemos fazer uma breve introdução aos conceitos fundamentais que estão na base do
desenvolvimento do presente trabalho. Principiamos com a introdução das equações de Maxwell e das suas
condições fronteira numa interface entre dois meios distintos. Além disto, efetuamos também um breve
estudo do modelo de Drude-Lorentz, que nos permite obter a função dielétrica de um sistema eletrónico
e, finalmente, aplicamos este modelo aos eletrões do grafeno para assim obter a sua condutividade, a qual
será útil no decorrer do trabalho.
2.1 Equações de Maxwell e Condições Fronteira
Neste trabalho estudamos o problema de espalhamento de ondas eletromagnéticas em diferentes sistemas.
Assim, é útil começar por introduzir as equações de Maxwell na sua forma diferencial, em meios dielétricos
lineares, homogéneos e isotrópicos. Nestes meios o vetor deslocamento elétrico (D) relaciona-se com o
campo elétrico (E) por meio da equação constitutiva D = εε0E, onde ε é a função dielétrica do meio
considerado e ε0 a permitividade do vácuo. Por sua vez, a indução magnética (B) relaciona-se com
o campo magnético (H) pela equação constitutiva B = µµ0H, onde µ é a permeabilidade magnética
relativa do meio e µ0 a permeabilidade magnética do vácuo. Como vamos apenas considerar meios não
magnéticos, daqui para a frente consideraremos µ = 1.
Começamos então com as quatro equações de Maxwell:
∇ ·D = ρ (2.1)
∇ ·B = 0 (2.2)
∇×E = −∂tB (2.3)
∇×H = J + ∂tD (2.4)
onde J é a densidade de corrente elétrica e ρ a densidade volúmica de carga elétrica.
A primeira equação codifica a lei de Gauss e relaciona um campo elétrico estático com as cargas
elétricas que lhe dão origem. A segunda é conhecida como a lei de Gauss para o magnetismo e mostra
que não existem monopolos magnéticos. A terceira equação é a lei de indução de Faraday que descreve
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o aparecimento de um campo elétrico a partir da variação temporal de um campo magnético. Por fim,
temos a lei de Ampère-Maxwell que estabelece a criação de um campo magnético a partir de uma corrente
elétrica ou da variação temporal de um campo elétrico.
Como no seguimento deste trabalho apenas vamos considerar ondas eletromagnéticas com polarização
TM, optamos por escrever e resolver a equação de onda em termos do campo magnético. Para tal,
começamos por fazer o rotacional da equação (2.4) para corrente elétrica nula:
∇×∇×H = ∂t∇×D (2.5)
⇔ ∇(∇·H)−∇2H = ∂t∇×D (2.6)
e tendo agora em conta as equações (2.2) e (2.3) chegamos à equação de onda para o campo magnético:
∇2H− µ0ε0ε∂2tH = 0. (2.7)
⇔ ∇2H− ε
c2
∂2tH = 0. (2.8)
sendo c a velocidade da luz no vácuo.
Se considerarmos que a dependência temporal dos campos é harmónica e dada pela função e−iωt,






H = 0. (2.9)
Com esta equação podemos obter o campo magnético em cada um dos meios que iremos considerar e






para obter o respetivo campo elétrico.
Além disto, é também necessário relacionar os campos elétrico e magnético dos diferentes meios. Para
isso, são necessárias as condições fronteira que derivam das equações de Maxwell na sua forma integral.
Estas são: ∮
S





B · dA = 0 (2.12)∮
C
E · dl = −∂t
∫
S
B · dA (2.13)∮
C
H · dl =
∫
S
(J + ∂tD) · dA, (2.14)
sendo que nas primeiras duas equações, S é uma superf́ıcie fechada que engloba um volume V e dA o
vetor normal à superf́ıcie S que define o elemento de área e aponta para o exterior do volume. Já nas
duas últimas equações, C define um contorno fechado que engloba uma superf́ıcie S aberta, dl o vetor
tangencial a C que define o elemento de linha e dA o vetor normal à superf́ıcie aberta que define o
elemento de área e cujo sentido é dado de acordo com a regra da mão direita, dependendo do sentido de
integração do contorno.
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De seguida, pretendemos obter as condições fronteira a que os campos eletromagnéticos devem obede-
cer na interface entre dois meios dielétricos distintos, de funções dielétricas ε1 e ε2. Vamos considerar que
a interface tem uma densidade superficial de carga σ e uma densidade superficial de corrente K. Além
disto, o versor n̂ normal a esta interface aponta do meio 2 para o 1. Esta derivação é feita a partir das
equações de Maxwell na sua forma integral.
Para o caso das equações (2.11) e (2.12), começamos por considerar a superf́ıcie ciĺındrica fechada S,
representada na figura 2.1, composta pelas superf́ıcies S1, S2 e S3. Esta superf́ıcie engloba uma caixa de
volume V que tem altura h.
Figura 2.1: Superf́ıcie ciĺındrica fechada S composta pelas superf́ıcies abertas S1, S2 e S3. h é a altura
do cilindro. n̂ é o versor normal à interface que separa os dois meios distintos de funções dielétricas ε1 e
ε2. n̂1 e n̂2 são os versores normais às superf́ıcies S1 e S2, respetivamente.
Consideramos também que as áreas de S1 e S2 são iguais, dadas por ∆A e que dAi = n̂i∆A, onde
i = 1, 2. No limite em que h → 0, a contribuição da superf́ıcie S3 para o integral é nula. Utilizando o
lado esquerdo da equação (2.11) e aplicando-o a S, no limite em que ∆A é infinitesimal, temos:∮
S
D · dA =
∫
S1
D1 · dA1 +
∫
S2
D2 · dA2 = (D1 −D2) · n̂∆A (2.15)
uma vez que o campo elétrico é constante na superf́ıcie de integração. Já o lado direito da mesma equação
resulta em ∫
V
ρd3r = σ∆A. (2.16)
Assim, temos a condição fronteira a que a componente normal do campo elétrico deve obedecer na
interface considerada:
⇒ D1n −D2n = σ (2.17)
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e por consequência, aplicando o mesmo procedimento à equação (2.12) chegamos à condição para a
componente normal do campo magnético
⇒ B1n −B2n = 0. (2.18)
Por outro lado, para as equações (2.13) e (2.14) consideramos um contorno retangular C, representado
na figura 2.2, composto pelas linhas C1, C2, C3 e C4, estando C1 e C2 nos meios 1 e 2, respetivamente.
Figura 2.2: Contorno fechado C composto pelos contornos abertos C1, C2, C3 e C4. n̂ é o versor normal
à interface que separa os dois meios distintos de funções dielétricas ε1 e ε2 e t̂ o versor tangencial a esta
interface e normal à superf́ıcie aberta englobada pelo contorno C, que aponta para fora da folha. dl1 e
dl2 são os vetores tangenciais aos contornos C1 e C2, respetivamente, e h a largura de C.
Consideramos ainda que o comprimento de C é ∆l e a sua largura é h. Mais uma vez consideramos
o limite em que h → 0 e portanto C3 e C4 não contribuem para o integral. Consideramos também que
∆l é infinitesimal e consequentemente, E e H tornam-se constantes no contorno de integração. Podemos
então escrever para o lado esquerdo de (2.14):∮
C






H2dl2 = (H1 −H2) · dl. (2.19)
Notamos agora que dl = (t̂ × n̂)∆l, sendo que t̂ é o vetor normal à superf́ıcie englobada pelo contorno
C e cujo sentido é dado pela regra da mão direita, de acordo com o sentido de integração do contorno,
dado por dl. Isto permite então escrever a equação anterior como:
(H1 −H2) · (t̂× n̂)∆l = t̂ · (n̂× (H1 −H2))∆l. (2.20)
Já para o lado direito de (2.14) temos∫
S
J · dA = J · t̂∆A = K · t̂∆l (2.21)
É de notar que o termo com a derivada temporal não está presente na equação anterior pois é nulo, uma
vez que ∆A→ 0 mas ∂tD é finito.
Igualando então os resultados obtidos chegamos à condição fronteira para as componentes tangenciais
do campo magnético
⇒ H1t −H2t = K× n̂ (2.22)
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e de forma análoga à condição para as componentes tangenciais do campo elétrico.
⇒ E1t −E2t = 0 (2.23)
Em śıntese, temos então as quatro condições fronteira:
D1n −D2n = σ
B1n −B2n = 0
H1t −H2t = K× n̂
E1t −E2t = 0,
(2.24)
nas quais podemos verificar que a componente do campo magnético normal à interface e as componentes
tangenciais do campo elétrico devem ser cont́ınuas na interface entre os dois meios. Já a componente do
campo elétrico normal à interface apresenta uma descontinuidade proporcional à densidade de carga su-
perficial da mesma e as componentes tangenciais do campo magnético uma descontinuidade proporcional
à densidade de corrente de superf́ıcie.
2.2 Modelo de Drude-Lorentz
Nesta secção fazemos um breve estudo do modelo de Drude-Lorentz por forma a obter a função dielétrica
de um sistema composto por eletrões ligados a núcleos atómicos na presença de um campo elétrico
dependente do tempo.
Este modelo considera os eletrões ligados como osciladores harmónicos forçados e amortecidos. Por-
tanto, a equação de movimento de um eletrão será
mer̈(t) = −meω20r(t)−meγṙ(t)− eE(t) (2.25)
sendo e o módulo da carga do eletrão, me a sua massa efetiva, E(t) o campo elétrico aplicado, ω0 a
frequência natural de oscilação dos eletrões e γ a constante de amortecimento. Considerando que o
campo elétrico apresenta uma dependência temporal harmónica da forma E(t) = E0(ω)e
−iωt, podemos
propor para solução da equação diferencial r(t) = r0(ω)e
−iωt, sendo E0(ω) a amplitude do campo elétrico
e r0(ω) uma variável a determinar. Substituindo esta proposta de solução na equação 2.25 e resolvendo





ω2 + iγω − ω20
. (2.26)
Tendo o vetor posição r, podemos facilmente obter a polarização do sistema. Esta apresenta não só uma




onde ne é a densidade eletrónica e χ a suscetibilidade elétrica do sistema.
Como vimos anteriormente, r depende do campo elétrico aplicado por meio da equação (2.26) e
portanto, podemos obter uma expressão para a suscetibilidade, igualando as duas equações para a pola-
rização:




ω20 − ω2 − iγω
. (2.28)
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Sabendo que a relação entre a função dielétrica e a suscetibilidade é ε(ω) = χ(ω) + 1 obtemos imediata-
mente
⇒ ε(ω) = 1 + ω
2
P






Esta é a função dielétrica do sistema eletrónico, sendo ωP a frequência de plasma.
Este modelo reduz-se ao de Drude no caso em que consideramos que os eletrões não se encontram
ligados aos núcleos atómicos, mas que se movem livremente num metal, colidindo com os núcleos a uma
taxa 1/τ = γ, sendo τ o tempo de relaxação. Assim, fazendo ω0 = 0, a função dielétrica reduz-se a:





É importante agora derivar a equação de Helmholtz na presença de correntes elétricas, com o intuito
de obter uma relação entre a função dielétrica e a condutividade do sistema.
Começamos então por fazer o rotacional da equação (2.3) e, em simultâneo, utilizar a equação(2.4)
(com ε = 1) para assim escrevermos:
∇×∇×E = −∂t∇×B = −µ0∂tJ− µ0ε0∂2tE. (2.31)
Utilizando agora a lei de Ohm que relaciona a densidade de corrente elétrica com o campo elétrico,
J = σE, e recorrendo à dependência harmónica dos campos anteriormente referida, chegamos à equação








E = 0 (2.32)
sendo esta dada por




Podemos então obter uma expressão para a condutividade de Drude, igualando a equação (2.30) a (2.33)











Com isto, importa agora obter uma expressão para a condutividade de Drude do grafeno, utilizada
posteriormente no presente trabalho. Para tal, começamos por considerar a energia cinética dos eletrões,
E = ±~vF k, onde vF é a velocidade de Fermi e k o módulo do vetor de onda k. Além disto, a densidade
















sendo o integral anterior resolvido em coordenadas polares, kF o módulo do vetor de onda de Fermi e
Θ(kF − k) a função de Heaviside que restringe os k’s à esfera de Fermi. Note-se que na equação anterior
fizemos a substituição de kF em função da energia de Fermi (EF ), utilizando a expressão da energia
cinética.
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Deste modo, podemos substituir ne em (2.34) para assim obter








É agora necessário calcular a massa efetiva dos eletrões, me, que no caso do grafeno é representada por


























Derivamos assim a condutividade de Drude de uma folha de grafeno que será útil no decorrer no trabalho.
Por fim, é importante referir que esta fórmula para a condutividade é isotrópica e portanto temos
σ(ω) = σxx = σyy.
Na figura 2.3, podemos observar uma representação gráfica das partes real e imaginária desta grandeza
f́ısica.










Figura 2.3: Representação gráfica da condutividade de Drude do grafeno. No lado esquerdo podemos
observar a parte imaginária desta função e no lado direito a sua parte real, ambos os casos para duas
energias de Fermi distintas. Os parâmetros considerados foram EF = 0.5 eV e ~γ = 0.004 eV.
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Plasmões no Grafeno: Relações de Dispersão e Perfil
dos Campos
Neste caṕıtulo pretendemos obter a relação de dispersão dos plasmões no grafeno em quatro casos distin-
tos: primeiro consideramos uma folha de grafeno isolada inserida entre dois meios dielétricos distintos;
seguidamente, estudamos o mesmo sistema nas proximidades de um metal perfeito e depois de um metal
real e finalmente, consideramos o caso da dupla camada de grafeno inserida entre meios dielétricos.
Além disto, fazemos também uma representação gráfica do perfil dos campos elétricos nos sistemas
considerados, de forma a podermos observar as oscilações na densidade de carga que se formam ao longo
da superf́ıcie do grafeno.
3.1 Folha de Grafeno Isolada
Começamos por considerar uma folha de grafeno isolada, no plano x = 0, infinita nas direções y e z, a
separar dois meios dielétricos distintos de funções dielétricas ε1 e ε2, sendo o meio 1 a região x < 0 e o
meio 2 a região x > 0, como é viśıvel na figura 3.1.
Figura 3.1: Folha de grafeno bidimensional de condutividade σ(ω). O eixo z aponta para fora da folha.
ε1 e ε2 são as funções dielétricas dos dois meios considerados.
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Tendo em conta apenas ondas eletromagnéticas com polarização TM, temos como solução da equação
(2.9) no meio 1, o campo magnético na direção z, dado por
H1(x, y) = h1e
iqyeκ1x, (3.1)
pois pretendemos obter os modos plasmónicos do grafeno e portanto, os campos devem decair exponenci-
almente na direção perpendicular ao grafeno e propagarem-se ao longo do mesmo. Por sua vez, o campo
elétrico pode ser obtido por meio da equação (2.10) a qual permite escrever













Analogamente, podemos escrever os campos na região 2 como
H2(x, y) = h2e
iqye−κ2x













Para ambos os meios temos κi =
√
q2 − k2i e ki =
√
εiω/c, sendo i = 1, 2.
Com isto, podemos agora aplicar as condições fronteira para os campos elétricos e magnéticos tan-
genciais à folha de grafeno (2.23) e (2.22), em x = 0 para chegar à relação de dispersão dos plasmões na
superf́ıcie do grafeno. A primeira condição permite escrever:







H1(0, y)−H2(0, y) = (J× n)z (3.5)
sendo n = (−1, 0, 0) e J = Jyuy = σ(ω)Eyuy, onde σ(ω) é a condutividade do grafeno, e portanto,
H1(0, y)−H2(0, y) = σ(ω)Ey(0, y). (3.6)
Escolhendo Ey(0, y) = E1y(0, y), a equação anterior simplifica para














Para obtermos ω como função de q é necessário resolver esta equação numericamente. No entanto, é
importante começar por resolve-la aproximadamente. Para isso, consideramos o limite eletrostático em
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[(~ω)2 + i~2ωγ]. (3.12)
Podemos ver que q é complexo devido ao termo de amortecimento γ do grafeno e podemos tirar a relação










onde podemos observar que ω apresenta uma dependência na raiz quadrada da parte real de q e uma
dependência linear na sua parte imaginária. É também importante notar que, sendo q complexo, os
campos plasmónicos, além de decáırem na direção perpendicular ao grafeno, também sofrem atenuação
ao longo do mesmo, com um fator e−=(q)y e esta é tanto maior, quanto maior for a absorção γ do grafeno.
Posto isto, passamos para a solução numérica que nos permite obter uma representação gráfica de ω
como função destas quantidades f́ısicas, para podermos assim comparar com a solução anaĺıtica aproxi-
mada.
Na figura 3.2, podemos ver à esquerda a energia dos plasmões como função da parte real do seu
momento e à direita como função da parte imaginária, para duas energias de Fermi distintas.












Figura 3.2: Relação de dispersão dos SPP’s: energia como função da parte real (esquerda) e da parte
imaginária (direita) de q, para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV e ε1 = 1 = ε2. À esquerda podemos também
ver a relação de dispersão da luz no vácuo (linha castanha, meios 1 e 2).
Verifica-se então que o referido limite eletrostático é válido longe da linha de dispersão da luz, isto é,
para q >>
√
εω/c, pois existe uma total coincidência entre as linhas a cheio e ponteada.
Além disto, é posśıvel observar que para o mesmo momento linear, passamos a ter plasmões de
frequência mais elevada se aumentarmos a energia de Fermi do grafeno.
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Por fim, pretendemos representar o perfil do campo elétrico dos plasmões com polarização TM na
folha de grafeno. Para tal, começamos por relembrar as equações (3.2) e (3.3) onde estão definidas as
componentes do campo elétrico nos dois meios. Tendo também em conta a equação (3.4), conseguimos
ficar com todas as componentes escritas em termos do coeficiente h1.
Assim, fazendo µ0h1 = 1, podemos representar espacialmente a parte real do campo elétrico. Resta
apenas escolher uma frequência ω e obter o respetivo q por meio da relação de dispersão.
Na figura 3.3 consideramos como medida de intensidade a função sgn(x)Ex(x, y), de forma a obtermos
uma melhor visualização da distribuição de carga ao longo da folha de grafeno. Identificamos assim as
manchas vermelhas como cargas positivas e as azuis como negativas, pelo sentido tomado pelas linhas de
campo. Esta oscilação entre cargas positivas e negativas é então o nosso plasmão polaritão de superf́ıcie
(SPP, surface plasmon polariton).
Podemos também ver que a intensidade do campo diminui perpendicularmente à folha de grafeno,
pois tratam-se de campos localizados.
Finalmente é também importante reparar no facto de que, quanto menor a energia escolhida, menor
será o momento correspondente e portanto, maior o comprimento de onda, o que leva a uma maior
separação entre as cargas elétricas. Dito de outro modo, quanto maior for a frequência do SPP maior é








Figura 3.3: Perfil do campo elétrico plasmónico de uma folha de grafeno no vácuo (ε1 = 1 = ε2). A
energia de Fermi considerada é 0.5 eV e tomamos ~γ = 0. Consideramos também ~ω = 0.055 eV e
q = 2.1 µm−1. A folha de grafeno está representada pela linha preta em x = 0.
3.2 Folha de Grafeno nas Proximidades de um Metal Perfeito
Vamos agora considerar que o grafeno se encontra nas proximidade de um metal perfeito. A superf́ıcie
do metal está no plano x = 0 e a folha de grafeno no plano x = d. O meio 1, de função dielétrica ε1,
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corresponde à região entre o metal e o grafeno e o meio 2, de função dielétrica ε2, à região x > d, como
podemos observar na figura 3.4.
Figura 3.4: Folha de grafeno bidimensional de condutividade σ(ω) colocada a uma distância d de um
metal perfeito. O eixo z aponta para fora da folha. ε1 e ε2 são as funções dielétricas dos dois meios
considerados.
Seguindo o mesmo procedimento da secção anterior e considerando também apenas ondas com pola-
rização TM, escrevemos os campos no meio 1 como
H1(x, y) = [h
+
1 e
κ1x + h−1 e
−κ1x]eiqy










κ1x − h−1 e−κ1x]eiqy,
(3.15)
estando o campo magnético no eixo z tal como anteriormente.
No meio 2 temos 
H2(x, y) = h2e
−κ2(x−d)eiqy











onde temos para ambos os casos κi =
√
q2 − k2i e ki =
√
εiω/c , sendo i = 1, 2.
Passamos agora para as condições fronteiras dos campos apresentados. Para os campos elétricos
tangenciais ao metal em x = 0 temos
E1y(0, y) = 0 (3.17)
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e consequentemente, h+1 = h
−
1 ≡ h1. Com isto podemos reescrever os campos do meio 1 como
H1(x, y) = 2h1 cosh(κ1x)e
iqy













Em x = d temos para os campos elétricos tangenciais ao grafeno
E1y(d, y) = E2y(d, y) (3.19)
o que permite obter






Por fim, temos a condição para os campos magnéticos tangenciais
H1(d, y)−H2(d, y) = σ(ω)E2y(d, y) (3.21)











Tal como na secção anterior, podemos começar por resolver aproximadamente esta equação. Assim,
começamos por considerar que a folha de grafeno se encontra muito próxima do metal e portanto temos
κ1d << 1 e consequentemente coth(κ1d) ≈ 1κ1d . Além disto, tomamos o limite eletrostático c → ∞ e





























Temos novamente q complexo e portanto, os campos decaem com um fator e−=(q)y ao longo do grafeno.
Podemos então fazer uma representação gráfica da energia dos plasmões em função das partes reais
e imaginárias de q, para comparar a solução anaĺıtica aproximada com a solução numérica da relação de
dispersão.
Observando a figura 3.5, vemos que a solução aproximada é praticamente coincidente com a exata
para o gráfico da esquerda que corresponde à variação de ω com a parte real de q e é também muito
próxima no gráfico da direita, correspondente à parte imaginária.
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Podemos também notar que estas soluções coincidem tanto mais, quanto menor for o valor de qd e
que tal como para o caso da folha de grafeno isolada, para o mesmo momento, a energia do plasmão é
tanto maior quanto maior for a energia de Fermi do grafeno. No entanto, vemos na figura 3.6, que para
o mesmo momento, os SPP’s apresentam uma energia menor quando o grafeno se encontra próximo do
metal do que quando se encontra isolado. Isto deve-se à descida do potencial elétrico do sistema causada
pela presença do metal.














Figura 3.5: Relação de dispersão dos SPP’s: energia como função da parte real (esquerda) e da parte
imaginária (direita) de q, para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, ε1 = 1 = ε2 e d = 0.01 µm. As linhas a cheio
representam a solução anaĺıtica e as ponteadas a numérica.






Figura 3.6: Comparação da relação de dispersão dos SPP’s de uma folha de grafeno isolada com os de
uma folha de grafeno nas proximidades de um metal perfeito: energia como função da parte real de q,
para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, ε1 = 1 = ε2 e d = 0.01 µm.
Por outro lado, é também importante notar que no limite oposto, ou seja, quando κ1d >> 1, temos
coth(κ1d) ≈ 1 e a equação (3.22) reduz-se à relação de dispersão (3.8) e portanto, o sistema comporta-se
como se a folha de grafeno estivesse isolada.
Finalmente, para traçar o perfil do campo elétrico plasmónico, seguimos o mesmo procedimento da
secção anterior, sendo desta vez as componentes do campo dadas pelas equações (3.18) e (3.16). Além
disto, a equação (3.20) garante que existe apenas um coeficiente independente.
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Assim, escolhendo uma frequência e obtendo o respetivo momento por meio da relação de dispersão,
chegamos à figura 3.7, onde podemos observar a oscilação de cargas elétricas ao longo da folha de grafeno.
Além disto, podemos também ver que as linhas de campo são perpendiculares à superf́ıcie do metal (como
seria de esperar perto da superf́ıcie de um metal perfeito) e que, embora a intensidade do campo diminua
na direção perpendicular ao grafeno, esta mantém-se aproximadamente constante na região entre o metal
e o grafeno devido à proximidade entre os dois. O sistema comporta-se então, localmente, como um






Figura 3.7: Perfil do campo elétrico plasmónico de uma folha de grafeno no vácuo (ε1 = 1 = ε2), a uma
distância d = 0.1 µm de um metal perfeito. A energia de Fermi considerada é 0.5 eV e tomamos ~γ = 0.
Além disto temos ~ω = 0.126 eV e q = 12.04 µm−1. A folha de grafeno está representada pela linha
preta em x = 0.1 µm e a superf́ıcie do metal pela linha cinzenta em x = 0.
3.3 Folha de Grafeno nas Proximidades de um Metal Real
Nesta secção temos por objetivo resolver o problema anterior, mas para o caso em que o metal é real
e portanto, é caracterizado por uma função dielétrica εm dependente da frequência da luz. O sistema
considerado está representado na figura 3.8.
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Figura 3.8: Folha de grafeno bidimensional de condutividade σ(ω) colocada a uma distância d de um metal
real. O eixo z aponta para fora da folha. ε1 e ε2 são as funções dielétricas dos dois meios considerados e
εm a função dielétrica do metal.
Assim sendo, desta vez existem campos dentro do metal que têm a forma
Hm(x, y) = hme
κmxeiqy

















No meio 1 voltamos a ter
H1(x, y) = [h
+
1 e
κ1x + h−1 e
−κ1x]eiqy














q2 − k21 e no meio 2 
H2(x, y) = h2e
−κ2(x−d)eiqy














Com isto, a condição fronteira em x = 0 dos campos magnéticos altera-se para Hm(0, y) = H1(0, y),
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Para simplificar a notação daqui em diante escrevemos h1 ≡ h−1 e portanto, o campo magnético no meio
1 fica então





Passando agora para x = d onde se encontra a folha de grafeno, a condição fronteira dos campos




eκ1d + e−κ1d]h1 − h2 = iσ(ω)γ2κ2h2 (3.33)











h1 = iγ2κ2h2. (3.34)
Finalmente, combinando estas duas últimas equações de forma a eliminar os coeficientes dos campos,
obtemos a relação de dispersão dos SPP’s no grafeno na presença de um metal real:
[σ(ω)iγ2κ2 + 1]
κmε1 cosh(κ1d) + εmκ1 sinh(κ1d)





Resolvendo-a numericamente, podemos obter as frequências dos plasmões a partir dos seus momentos q
ou vice-versa.
Assim, na figura 3.9, podemos ver uma representação gráfica da relação de dispersão (3.35), onde
fazemos uma comparação desta com a que obtivemos anteriormente para o caso em que o metal é perfeito,
para duas energias de Fermi do grafeno. Podemos ver que há uma sobreposição das linhas, o que indica
que para as energias consideradas, o metal blinda de forma muito eficiente o campo elétrico e é uma
excelente aproximação considerar o metal perfeito.
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Figura 3.9: Relação de dispersão dos SPP’s: energia como função da parte real (esquerda) e da parte
imaginária (direita) de q, para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, ε1 = 1 = ε2 e d = 0.1 µm. εm corresponde à
função dielétrica do ouro que se encontra apresentada no apêndice B.
Por fim, seguindo os mesmos passos explicados nas duas secções anteriores, representamos o perfil
espacial dos campos elétricos plasmónicos do sistema, viśıveis na figura 3.10 e, tal como seria de esperar
pela análise das relações de dispersão, estes assemelham-se muito aos da figura 3.3, diferindo apenas no






Figura 3.10: Perfil do campo elétrico plasmónico de uma folha de grafeno no vácuo (ε1 = 1 = ε2), a uma
distância d = 0.1 µm de um metal real. A energia de Fermi considerada é 0.5 eV e tomamos ~γ = 0.
Além disto temos ~ω = 0.126 eV e q = 12.11 µm−1. A folha de grafeno está representada pela linha preta
em x = 0.1 µm e a superf́ıcie do metal pela linha cinzenta em x = 0. εm corresponde à função dielétrica
do ouro que se encontra apresentada no apêndice B.
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3.4 Duas Folhas de Grafeno Embebidas em Dielétricos
Nesta secção estudamos os modos plasmónicos de duas folhas de grafeno infinitas e separadas por uma
distância d, inseridas em meios dielétricos, como é posśıvel observar na figura 3.11. O meio 1 (ε1)
corresponde à região x < 0, em x = 0 está uma folha de grafeno, na região 0 < x < d temos o meio 2
(ε2), em x = d está a outra folha de grafeno e o meio 3 (ε3) corresponde à região x > d.
Figura 3.11: Duas folhas de grafeno bidimensionais de condutividade σ(ω). O eixo z aponta para fora da
folha. ε1, ε2 e ε3 são as funções dielétricas dos três meios considerados.
Com isto, começamos com os campos eletromagnéticos para o meio 1, obtidos da forma já descrita
nas secções anteriores: 
H1(x, y) = h1e
κ1xeiqy












q2 − k21 e k1 = ω
√
ε1/c.
Para o meio 2 temos 
H2(x, y) = [h
+
2 e
κ2x + h−2 e
−κ2x]eiqy














q2 − k22 e k2 = ω
√
ε2/c.
Finalmente, no meio 3 escrevemos
H3(x, y) = h3e
−κ3(x−d)eiqy
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sendo κ3 =
√
q2 − k23 e k3 = ω
√
ε3/c.
Podemos então ligar os campos nas diversas regiões por meio das condições fronteira nas interfaces do
problema. Começamos por x = 0, onde escrevemos para a componente tangencial dos campos elétricos:







Na mesma interface, a componente tangencial dos campos magnéticos deve obedecer a:





1 + iσ(ω)ε0ω κ1/ε1
. (3.42)
Em x = d, as condições fronteira homólogas são:
E2y(d, y) = E3y(d, y) (3.43)
⇒ h3 = −
(h+2 e
κ2d − h−2 e−κ2d)κ2ε3
κ3ε2
(3.44)
H2(d, y)−H3(d, y) = σ(ω)E3y(d, y) (3.45)
⇒ h3 =
h+2 e
κ2d + h−2 e
−κ2d
1 + iσ(ω)ε0ω κ3/ε3
(3.46)
As equações (3.40), (3.42), (3.44) e (3.46) formam então um sistema homogéneo de 4 equações com 4









































que representa a relação de dispersão dos modos plasmónicos que se formam no sistema.
No limite em que κ2d→ +∞, obtemos a relação de dispersão dos plasmões para cada uma das folhas




















que é equivalente à equação (3.8).
Resolvendo numericamente a equação (3.47) é posśıvel chegar à relação entre o momento e a energia
dos SPP’s, que se encontra representada na figura 3.12, juntamente com a relação de dispersão de apenas
uma folha de grafeno. Da análise da figura, vemos que a função apresenta dois ramos: um que se encontra
acima da relação de dispersão de uma única folha e outro que se encontra abaixo. O primeiro corresponde
aos modos óticos, que são simétricos relativamente ao plano x = d/2, e o segundo aos modos acústicos,
que são antisimétricos relativamente ao mesmo plano. A simetria dos modos está associada à igualdade
Ey(0, y) = Ey(d, y), enquanto que a antisimetria corresponde ao caso em que temos Ey(0, y) = −Ey(d, y).
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É também importante notar que quanto mais afastadas estiverem as folhas (maior valor de d), mais a
relação de dispersão de dupla camada se aproxima da relação de dispersão de um única folha de grafeno.









Figura 3.12: Relação de dispersão dos SPP’s para a dupla camada de grafeno (linhas vermelhas para 0.1
µm e laranjas para d = 0.5 µm) e para uma única folha de grafeno (linha azul): energia como função da
parte real de q, para EF = 0.5 eV, ~γ = 0 e ε1 = 1 = ε2 = ε3. As linhas vermelha e laranja que estão
acima da linha azul correspondem aos modos óticos e as linha abaixo correspondem aos modos acústicos.
Finalmente, na figura 3.13 fazemos uma representação gráfica do perfil espacial dos campos elétricos
do problema, tanto para um modo ótico (lado direito) como para um modo acústico (lado esquerdo) do
sistema. Para isto seguimos o mesmo procedimento das secções anteriores.
Podemos observar que nos modos óticos existe uma oscilação de cargas coletiva em fase ao longo
das duas folhas, enquanto que nos modos acústicos esta oscilação se encontra em oposição de fases.
Estes fenómenos são determinados pela componente tangencial às folhas de grafeno do campo elétrico:
se observarmos a figura 3.14, vemos que no caso dos modos óticos, esta componente dos campos tem
o mesmo valor quando avaliado em cada uma das folhas, ao passo que nos modos acústicos tem sinal
contrário quando avaliada em folhas diferentes.
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Figura 3.13: Perfil do campo elétrico plasmónico da dupla camada de grafeno no vácuo (ε1 = 1 = ε2 = ε3),
para uma distância entre folhas dada por d = 0.1 µm. A energia de Fermi considerada é 0.5 eV e tomamos
~γ = 0. Além disto temos ~ω = 0.1 eV (esquerda), ~ω = 0.14 eV (direita) e q = π/0.3 µm−1. As folhas













Figura 3.14: Perfil da componente y dos modos acústico (esquerda) e ótico (direita) da dupla camada
de grafeno no vácuo (ε1 = 1 = ε2 = ε3), para uma distância entre folhas d = 0.1 µm. A energia de
Fermi considerada é 0.5 eV e tomamos ~γ = 0. Além disto temos ~ω = 0.1 eV (esquerda), ~ω = 0.14 eV
(direita) e q = π/0.3 µm−1. As folhas de grafeno estão representadas pelas linhas pretas em x = 0.1 µm
e em x = 0.
Outro problema de interesse é aquele em que consideramos que as duas folhas de grafeno do sistema
têm energias de Fermi diferentes. Consequentemente, são também descritas por condutividades óticas
diferentes. Assim sendo, para obtermos a relação de dispersão dos SPP’s, temos apenas que considerar
numa das condições fronteira dos campos eletromagnéticos apresentadas no ińıcio da presente secção, um
σ′(ω) para uma das folhas (no caso consideramos na interface x = d). Com isto e resolvendo o sistema de
equações para os coeficientes dos campos da mesma forma, chegamos a uma equação muito semelhante a
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Esta última equação representa então a relação de dispersão dos plasmões em duas folhas de grafeno
não acopladas com condutividades diferentes.
Na figura 3.15 podemos observar novamente a relação de dispersão dos SPP’s, mas desta vez para este
último caso em que as folhas de grafeno têm energias de Fermi diferentes. Representamos também duas
curvas de dispersão de uma única folha de grafeno, uma para cada valor de EF escolhido para as folhas
da dupla camada, com o objetivo de mostrar que, com o aumento da distância entre as folhas, a curva
associada aos modos óticos tende para a relação de dispersão de uma única camada com maior energia
de Fermi e a curva dos modos acústicos aproxima-se daquela com menor valor de EF .









Figura 3.15: Relação de dispersão dos SPP’s para a dupla camada de grafeno (linhas vermelhas para 0.1
µm e laranjas para d = 0.5 µm) e para uma única folha de grafeno (linhas azul e roxa): energia como
função da parte real de q, para EF = 0.5 eV, ~γ = 0 e ε1 = 1 = ε2 = ε3. No caso da dupla camada de
grafeno, umas das folhas tem EF = 0.5 eV e a outra tem EF = 1 eV. Para cada valor de d, os modos
óticos correspondem ao ramo de maior energia e os modos acústicos ao de menor.
Por fim, podemos observar na figura 3.16, a distribuição espacial dos campos elétricos na dupla camada
de grafeno para o caso em que as folhas têm condutividades óticas diferentes. Neste caso, os modos óticos
e acústicos não são simétricos nem antisimétricos. Isto pode ser explicado pelo facto da componente
tangencial do campo elétrico não ser nem simétrica nem antisimétrica em relação ao plano x = d/2, como
podemos observar na figura 3.17. Observamos também que para o ramo ótico, o campo elétrico é mais
intenso perto da folha de grafeno com energia de Fermi mais elevada e que, para o ramo acústico, acontece
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precisamente o oposto. Apesar destas alterações nos modos do sistema, os de maior energia continuam a
ser oscilações de carga em fase em ambas as camadas e os de menor energia continuam a ser oscilações
de carga em oposição de fase.
Uma variante deste sistema de duas folhas infinitas de grafeno com energias de Fermi distintas é
considerar uma geometria idêntica, mas composta por nanofitas de grafeno. Este problema foi considerado
em [57], onde os autores observaram que, quando dopadas, estas nanofitas suportam a propagação de
plasmões até largas distâncias, quando comparadas com o comprimento de onda dos SPP’s. Nota-se
também que a intensidade dos campos plasmónicos é mais elevada nas arestas do material. Além disto,
é posśıvel alterar a relação de dispersão dos plasmões variando a distância e a configuração relativa dos









Figura 3.16: Perfil do campo elétrico plasmónico da dupla camada de grafeno no vácuo (ε1 = 1 = ε2 = ε3),
para uma distância entre folhas d = 0.1 µm. A energia de Fermi considerada é 0.5 eV e tomamos ~γ = 0.
Além disto temos ~ω = 0.11 eV (esquerda), ~ω = 0.18 eV (direita) e q = π/0.3 µm−1. As folhas de
grafeno estão representadas pelas linhas pretas em x = 0.1 µm e em x = 0.
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Figura 3.17: Perfil da componente y dos modos acústico (esquerda) e ótico (direita) da dupla camada de
grafeno no vácuo (ε1 = 1 = ε2 = ε3), para uma distância entre folhas d = 0.1 µm. A energia de Fermi
considerada é 0.5 eV e tomamos ~γ = 0. Além disto temos ~ω = 0.11 eV (esquerda), ~ω = 0.18 eV
(direita) e q = π/0.3 µm−1. As folhas de grafeno estão representadas pelas linhas pretas em x = 0.1 µm
e em x = 0.
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Problema de Espalhamento de um Pacote de Ondas
por um Orif́ıcio Retangular num Metal
Neste caṕıtulo vamos considerar o problema de espalhamento de um pacote de ondas, com polarização
TM, por um orif́ıcio de metal perfeito em diferentes contextos. Começamos por considerar apenas a
abertura metálica. Seguidamente, passamos para o caso em que colocamos uma folha de grafeno na
base da abertura e posteriormente acrescentamos outra folha de grafeno no topo da mesma. Finalmente,
consideramos o problema em que a folha de grafeno está colocada a uma determinada distância após o
metal.
O objetivo é então calcular a quantidade de energia que atravessa o sistema em causa e, nos casos em
que consideramos a folha de grafeno, estudar a excitação de plasmões de superf́ıcie no mesmo. Para tal
calculamos a refletância, a transmitância e a absorvância dos diversos sistemas. Os referidos plasmões
manifestar-se-ão como um pico nas curvas da absorvância e refletância em função da energia da radiação
incidente.
Para o cálculo destas três quantidades começamos por definir os campos elétrico e magnético nas di-
versas regiões espaciais que constituem o nosso sistema. Para a abertura metálica é necessário determinar
os seus modos eletromagnéticos e nas restantes zonas escrevemos, em geral, os campos como transforma-
das de Fourier. Em seguida, aplicamos as condições fronteira a que obedecem as equações de Maxwell
nas interfaces do sistema. Estando os campos escritos como integrais no espaço dos momentos (as re-
feridas transformadas de Fourier), será necessário projetar as equações resultantes nas funções da base
dos respetivos campos, ou seja, integrar estas equações multiplicadas pelas funções da base, no espaço.
Com isto, obtemos um sistema de equações acopladas para os coeficientes dos campos eletromagnéticos.
Resolvendo-o, ficamos com os campos totalmente determinados e podemos então calcular os vetores de
Poynting associados e finalmente a refletância, transmitância e absorvância.
4.1 Abertura num Metal Perfeito
Nesta secção vamos considerar o caso em que temos apenas uma abertura finita num metal perfeito.
Para iniciar a resolução do problema é necessário começar por escrever os campos elétrico e magnético
nas diferentes regiões do espaço. Começamos também por estabelecer que a onda se propaga no plano
31
4. Espalhamento de um Pacote de Ondas B. S. C. Alexandre
z = 0 e na direção x e que a abertura está situada em −a 6 y 6 a e 0 6 x 6 d, como podemos ver na
figura 4.1.
Figura 4.1: Abertura retangular perfurada num metal perfeito (PEC). O eixo z aponta para fora da folha.
ε1, ε2 e ε3 são as funções dielétricas dos três meios considerados. 2a é a largura e d o comprimento da
abertura.
Para a polarização da onda em questão temos, de forma geral:
H = Hz(x, y)ez (4.1)
E = Ex(x, y)ex + Ey(x, y)ey (4.2)






Assim, tomando H ≡ Hz e assumindo a dependência temporal harmónica da forma e−iωt, definida
anteriormente, da equação de Helmholtz (2.9) temos para o meio inicial de propagação da onda (meio 1,


































sendo rp a amplitude de reflexão, q1 =
√
k21 − p2 e k1 =
√
ε1ω/c. Temos então o nosso pacote de ondas
incidente, localizado no eixo y e a propagar-se na direção positiva do eixo x, com todos os momentos
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posśıveis no intervalo [−k1, k1], contendo portanto apenas modos propagantes. Já a componente refletida
dos campos é escrita como uma transformada de Fourier.




[An cos(αnx) +Bn sin(αnx)] cos(βn(y + a))






[An cos(αnx) +Bn sin(αnx)]βn sin((βn(y + a))






αn[−An sin(αnx) +Bn cos(αnx)] cos(βn(y + a))
(4.5)
com An e Bn sendo coeficientes a determinar, βn =
nπ
2a , αn =
√
k22 − β2n e k2 =
√
ε2ω/c.
























onde tp é a amplitude de transmissão, q3 =
√
k23 − p2 e k3 =
√
ε3ω/c e estando também estes campos
escritos como transformadas de Fourier.
Na figura 4.2, podemos ver representados os primeiros quatro modos próprios da cavidade definida
pelo orif́ıcio.









Figura 4.2: Representação gráfica dos modos próprios da cavidade considerada no problema. Considera-
mos ε2 = 1, a = 0.3 µm e d = 0.1 µm.
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Da análise da figura 4.2, vemos que o único modo que contribui para os campos com energias abaixo
de 1 eV, é o n = 0 (modo fundamental). Como estamos interessados em ondas eletromagnéticas nesta
gama de energias, podemos assumir que, no meio 2, os campos tomam a forma aproximada:
H2(x, y) = [A0 cos(k2x) +B0 sin(k2x)]Θ(a− |y|)





[A0 sin(k2x)−B0 cos(k2x)]Θ(a− |y|).
(4.7)
Torna-se agora necessário relacionar os campos das diferentes regiões nas interfaces do sistema. Para
tal, recorremos às condições fronteira das equações de Maxwell, anteriormente introduzidas. A primeira
é a igualdade dos campos magnéticos tangenciais em x = 0:








ipydp = A0Θ(a− |y|). (4.9)
Para resolver esta equação de forma a obter o coeficiente A0, fazemos
∫ a








Temos então uma equação para o coeficiente A0 em função de rp.
A segunda condição fronteira a considerar é a igualdade das componentes tangenciais dos campos
elétricos
















Desta vez, para resolver para B0 fazemos
∫∞
−∞(4.12)e
−iγydy e utilizamos as relações de ortogonalidade




B0sinc(pa) + Θ(k1 − |p|). (4.13)
Substituindo agora (4.13) em (4.10) ficamos com uma equação para os coeficientes A0 e B0:
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Em x = d temos mais duas condições fronteira. Começando pelo campo magnético temos
H2(d, y) = Ht(d, y) (4.17)












Aplicando agora a condição que dá a continuidade do campo elétrico tangencial:



















[B0 cos(k2d)−A0 sin(k2d)]sinc(pa) (4.22)
e consequentemente, combinando esta última com (4.19), obter outra equação para os coeficientes A0 e
B0:
⇒ A0 cos(k2d) +B0 sin(k2d) =
−iaε3k2
πε2
[B0 cos(k2d)−A0 sin(k2d)]I3 (4.23)
⇔ B0 = −GA0, (4.24)
sendo G definido por
G ≡ cos(k2d)− iε3/ε2k2a/π sin(k2d)I3














Temos assim determinados os coeficientes A0 e B0 que juntamente com as equações (4.13) e (4.22),
nos dão os coeficientes rp e tp a partir dos primeiros e que nos permitem definir completamente os campos
em todas as regiões do espaço.
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e tendo em conta que apenas a componente normal à superf́ıcie do metal contribui para a transferência














































que correspondem às componentes x (direção de propagação) dos vetores incidentes, refletido e transmi-
tido.







Passamos agora para a representação gráfica destas grandezas f́ısicas. Na figura 4.3, fazemos uma
representação das mesmas como função da energia da onda incidente, para dois comprimentos (d) de
abertura distintos: um com d = 0.1 µm (lado esquerdo) e outro com d = 3 µm (lado direito). Em ambos
os casos consideramos uma largura (2a) de 0.6 µm e que os três meios são o vazio. Podemos ver que com
a diminuição da energia, a refletância tende para 1 e a transmitância para 0, uma vez que o comprimento
de onda associado a esta é maior e portanto o pacote de ondas interage menos com a abertura. No limite
em que este for muito maior que a largura do oŕıficio a onda reflete-se como se este não existisse. Com o
aumento da frequência, a abertura é cada vez mais significativa, pois a sua largura passa a ser da mesma
ordem de grandeza do comprimento de onda da luz e portanto, ocorre um aumento da transmitância.
Além disto, é importante notar que com orif́ıcios mais compridos existem oscilações de Fabry-Perot
[13,14,21,22], viśıveis no gráfico do lado direito da figura. Os extremos da transmitância e da refletância
têm uma periodicidade de aproximadamente πcd e o valor de ω para o qual ocorre o primeiro máximo da
transmitância segue a seguinte relação 0.015 + 0.466 sin(0.305π/d) como função de d, que resulta de um
ajuste numérico e se encontra representado no lado esquerdo da figura 4.4.
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Figura 4.3: Transmitância e refletância do sistema em função da energia dos fotões para a = 0.3 µm,
d = 0.1 µm (esquerda) e d = 3 µm (direita). Ambos os casos são para ε1 = ε2 = ε3 = 1.
Em seguida, efetuamos um estudo de T e R com a variação do comprimento d da abertura. Podemos
ver no lado direito da figura 4.5 as suas representações gráficas, estando o eixo do x normalizado ao
comprimento de onda da radiação incidente. O comprimento de onda referido é na realidade, a largura
do pico do pacote de ondas incidente, à entrada da abertura, isto é, em x = 0, estando este representado
no lado direito da figura 4.4. O valor desta largura é dado pela mesma expressão que o comprimento de




. A distância entre os zeros desta função é
então dada por πcω√ε2 .















Figura 4.4: Esquerda: valores de ω para o qual ocorrem os primeiros máximos da transmitância para
diferentes comprimentos de abertura. Os parâmetros considerados são a = 0.3 µm e ε1 = 1 = ε2 = ε3.
Direita: forma do pacote de ondas à entrada do orif́ıcio metálico (x = 0) e ω = 0.3 eV.
Assim, vemos que com a variação do comprimento da abertura voltamos a ter oscilações periódicas, tal
como com a variação da frequência para valores de d elevados. Estes extremos na transmitância mostram
que existem certos comprimentos de onda que maximizam a energia transmitida através do mesmo.
O peŕıodo destas oscilações é 1/2 e estando neste gráfico o comprimento da abertura normalizado ao
comprimento de onda considerado, a distância entre os picos é então meio comprimento de onda, ou seja,
escolhendo um valor de d para o qual temos um máximo da transmitância T e adicionando lhe o valor da
37
4. Espalhamento de um Pacote de Ondas B. S. C. Alexandre
distancia entre os zeros do pacote de ondas à entrada do orif́ıcio, voltamos a ter um máximo de T com a






Além disto, no lado esquerdo da figura 4.5, efetuamos um estudo com a variação da largura do orif́ıcio.
Como seria de esperar, com o aumento de a temos um aumento de T , pois temos um comprimento de onda
fixo e aberturas cada vez maiores. No fundo, aumentar o valor de a tem o mesmo efeito na refletância
e transmitância que aumentar a frequência da luz, uma vez que ter um comprimento de onda fixo e
aumentar o valor da largura é o equivalente a manter fixa a largura e diminuir o comprimento de onda.














Figura 4.5: Esquerda: refletância e transmitância do sistema em função de a para d = 0.1 µm. Direita:
refletância e transmitância do sistema em função do comprimento d da abertura para a = 0.3 µm. Ambos
os casos são para ε1 = ε2 = ε3 = 1 e ~ω = 0.29 eV .
Finalmente, na figura 4.6 podemos observar a variação da transmitância com d (esquerda)/ a (direita)
e com ~ω em simultâneo, o que permite ter uma visão mais geral que as anteriormente apresentadas para
uma variável única. Por exemplo, no lado esquerdo da figura, fixando d = 3 µm e analisando um corte
vertical do gráfico podemos ver as oscilações de T com a frequência viśıveis na figura 4.3 e fixando
~ω = 0.29 eV e fazendo um corte horizontal, observam-se as oscilações com o comprimento da abertura,
presentes na figura 4.5.
A análise feita nesta secção serve então como base para as seguintes, pois embora os sistemas que
iremos tratar daqui em diante tenham também grafeno na sua constituição, o prinćıpio fundamental é o
mesmo.
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Figura 4.6: Esquerda: transmitância do sistema em função do comprimento d e da energia dos fotões
para ε1 = ε2 = ε3 = 1 e a = 0.3 µm. Direita: transmitância do sistema em função de a e da energia
dos fotões para ε1 = ε2 = ε3 = 1 e d = 0.1 µm. No eixo do lado direito dos gráficos podemos ver o
comprimento de onda correspondente a cada energia apresentada no eixo do lado esquerdo.
4.2 Abertura Metálica com uma Folha de Grafeno na Base
Consideramos agora que temos uma folha de grafeno em x = d e −a 6 y 6 a, isto é, na fronteira entre a
parte inferior do orif́ıcio e o meio 3, como é viśıvel na figura 4.7.
O objetivo desta secção é então excitar plasmões de superf́ıcie no grafeno, com a incidência do pacote de
ondas introduzido no ińıcio do caṕıtulo, que se manisfestarão por uma ressonância na curva da absorvância
do sistema.
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Figura 4.7: Abertura retangular perfurada num metal perfeito (PEC), com uma folha de grafeno de
condutividade σ(ω) na base. O eixo z aponta para fora da folha. ε1, ε2 e ε3 são as funções dielétricas dos
três meios considerados. 2a é a largura e d o comprimento da abertura.
Assim sendo, começamos por considerar apenas o modo fundamental da cavidade como nos problemas
anteriores. Relativamente ao caso estudado na secção 4.1, só a condição fronteira dos campos magnéticos
tangenciais na superf́ıcie onde é inserido o grafeno se altera e toma a forma
H2(d, y)−Ht(d, y) = (J× n)z (4.32)
sendo n = (−1, 0, 0), J = Jyuy = σ(ω)Eyuy, onde σ(ω) é a condutividade do grafeno derivada anterior-
mente, dada pela equação (2.40), e portanto,
H2(d, y)−Ht(d, y) = σ(ω)E2y(d, y) (4.33)









A0 cos(k2d) +B0 sin(k2d)−
∫ +∞
−∞
tpsinc(pa)dp = σ(ω)γ2ik2[A0 sin(k2d)−B0 cos(k2d)]. (4.35)
Substituindo agora nesta última a equação (4.22), podemos obter mais uma vez a relação B0 = −GA0,
sendo a função G definida na secção 4.1 desta vez dada por
G =
cos(k2d)− i[γ2σ(ω) + ε3/ε2a/πI3]k2 sin(k2d)
sin(k2d) + i[γ2σ(ω) + ε3/ε2a/πI3]k2 cos(k2d)
, (4.36)
estando todas as quantidades presentes em G definidas nas secções anteriores. Todas as restantes equações
para os coeficientes dos campos se mantêm inalteradas, incluindo a equação que define A0 na qual a única
diferença relativamente à equação (4.27) é a alteração referida na função G.
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Com isto, temos tudo o que precisamos para calcular os vetores de Poynting da mesma forma que nas
secções anteriores e assim obter a transmitância, refletância e absorvância do sistema.
Alternativamente, podemos considerar dois modos na cavidade para a resolução do problema, ou seja,
além do modo fundamental consideramos também o modo par que se segue, o n = 2 (devido à simetria
do problema o pacote de ondas só acopla aos modos pares).
Para isso, reescrevemos os campos elétrico e magnético no meio 2 como:
H2(x, y) = [A0 cos(k2x) +B0 sin(k2x) + [A2 cos(α2x) +B2 sin(α2x)] cos(β2(y + a))]Θ(a− |y|)
E2x(x, y) = −iγ2β2[A2 cos(α2x) +B2 sin(α2x)] sin(β2(y + a))Θ(a− |y|)




a e α2 =
√
k22 − β22 .
Passando para a aplicação das condições fronteira, começamos em x = 0 e integrando a equação da
continuidade do campo magnético,
∫ a
−aH1(0, y) = H2(0, y)dy, temos











−aH1(0, y) = H2(0, y) cos(β2(y + a))dy obtemos














Passando para a equação do campo elétrico,
∫ +∞










+ Θ(k1 − |p|). (4.42)
Podemos agora substituir a equação anterior em (4.38) e (4.40), para assim obter:{
A0 = 2I1 + i∆1k2B0I3 + i∆1α2B2I4




























A outra interface do sistema é em x = d. Considerando a condição fronteira do campo magnético,∫ a
−a[H2(d, y)−Ht(d, y) = σ(ω)E2y(d, y)]dy, podemos chegar a




= iσ(ω)γ2k2[A0 sin(k2d)−B0 cos(k2d)]. (4.49)
A mesma permite ainda, através de
∫ a
−a[H2(d, y)−Ht(d, y) = σ(ω)E2y(d, y)] cos(β2(y + a))dy, obter







= iσ(ω)γ2α2[A2 sin(α2d)−B2 cos(α2d)]. (4.51)
Utilizando agora a equação da continuidade do campo elétrico tangencial na mesma interface,
∫ +∞













Podemos então substituir esta última nas equações (4.49) e (4.51) para assim obter
A0 cos(k2d) +B0 sin(k2d)− i∆2k2[A0 sin(k2d)−B0 cos(k2d)]I6 − i∆2α2[A2 sin(α2d)−B2 cos(α2d)]I7 =
= iσ(ω)γ2k2[A0 sin(k2d)−B0 cos(k2)d]
A2 cos(α2d) +B2 sin(α2d)− 2i∆2k2I7[A0 sin(k2d)−B0 cos(k2d)]− 2i∆2α2a2I8[A2 sin(α2d)−B2 cos(α2d)] =

























Resta apenas resolver o sistema de quatro equações acopladas, (4.43) e (4.53), para assim obter os
coeficientes A0, B0, A2 e B2, que permitem definir completamente os campos em todas as regiões do
espaço. Sendo o sistema demasiado complexo, recorremos a ferramentas computacionais para o resolver
e, devido ao facto das expressões para os coeficientes serem muito extensas, não as apresentamos no
presente trabalho.
Assim, utilizando as fórmulas (4.29) para os vetores de Poynting podemos obter R, T e A e verificar
se para excitar plasmões necessitamos de dois modos da abertura ou se apenas um é suficiente. Para tal,
fazemos uma representação gráfica destas três grandezas em função da frequência da luz. Podemos vê-las
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na figura 4.8, onde no lado esquerdo temos a refletância e transmitância e no lado direito a absorvância,
ambos os casos para duas energias de Fermi distintas.
São viśıveis dois picos de A para cada valor de EF , sendo que os segundos apenas aparecem quando
resolvemos o problema considerando os dois modos da cavidade. Estes correspondem à excitação de
plasmões no grafeno com essa energia e com momento π/a, estando estas duas quantidades f́ısicas relaci-
onadas pela relação de dispersão (3.13), apresentada no caṕıtulo anterior. Assim sendo, o quociente entre
estas duas frequências deve ser dado por
√






O facto destes SPP’s terem momento π/a, indica-nos que estamos a excitar o modo evanescente
n = 2, uma vez que os modos da abertura têm momento nπ2a . Isto quer dizer que quantos mais modos da
cavidade considerarmos mais máximos aparecerão no gráfico da absorvância. O plasmão seguinte será
então o modo n = 4 com momento 2π/a e podemos prever a sua energia por meio da equação (3.13).
Assim, vemos que o acoplamento do pacote de ondas aos modos evanescentes da abertura metálica, se
manifesta como plasmões de superf́ıcie no grafeno.
Por outro lado, os primeiros picos da absorvância que se observam para cada energia de Fermi não têm
origem plasmónica e estão relacionados com a competição entre dois processos: por um lado, para baixas
frequências vemos na figura 4.9 que a parte real da condutividade do grafeno aumenta (o que aumenta
a absorvância e diminui a refletância) e que este aumento depende do valor de EF ; por outro lado, para
energias mais baixas, o pacote de ondas incidente tem uma largura maior no espaço de coordenadas e
portanto uma menor parte da sua energia interage com o grafeno e com a própria abertura, o que aumenta
a refletância e diminui a absorvância.













Figura 4.8: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função da energia
dos fotões para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm, d = 0.1 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1.
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Figura 4.9: Parte real da condutividade do grafeno, no intervalo de frequências em que ocorrem os
primeiros picos do lado direito da figura 4.8, para EF = 0.5 eV e ~γ = 0.004 eV.
Com o objetivo de estudar a variação da frequência dos picos da absorvância com a energia de Fermi,
apresentamos a figura 4.10 que, além dos valores de ~ω obtidos a partir dos gráficos da absorvância para
diferentes valores de EF , tem também um ajuste numérico feito a estes pontos que confirma a dependência
da energia dos SPP’s com
√
EF . Esta dependência já foi apresentada anteriomente por meio da equação
(3.13).






Figura 4.10: Valores de ~ω para os quais ocorrem os picos na absorvância do sistema para diversas
energias de Fermi do grafeno. Os pontos a vermelho são determinados numericamente a partir do gráfico
de A e a linha azul resulta de um ajuste aos pontos. Os parâmetros considerados são ε1 = ε2 = ε3 = 1,
a = 0.3 µm, d = 0.1 µm e ~γ = 0.004 eV.
Na figura 4.11, podemos visualizar o perfil espacial dos campos elétricos para a energia do pico da
absorvância correspondente ao SPP com EF = 0.5 eV. Podemos observar que existe uma distribuição de
carga ao longo do grafeno, com uma carga negativa seguida por uma positiva, como indicado pelas linhas
de campo. São estes os modos plasmónicos localizados no grafeno entre as duas extremidades da fenda.
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Figura 4.11: Perfil dos campos elétricos nas três regiões do espaço para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV,
a = 0.3 µm, ~ω = 0.127 eV, d = 0.1 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1. A folha de grafeno é representada pela linha
branca e a superf́ıcie do metal pelas linhas cinzentas. A região a preto é o interior do metal que, sendo
perfeito, não tem campos no seu interior.
Além disto, consideramos também um caso em que temos d = 3 µm, tal como no primeiro problema,
que se encontra representado na figura 4.12. Nesta podemos verificar que existem as mesmas oscilações
de R e T com a frequência, o que mostra que quando temos orif́ıcios mais compridos e para energias mais
altas, a folha de grafeno não tem qualquer influência, até porque as linhas correspondentes a energias de
Fermi distintas estão sobrepostas e a absorvância é praticamente nula para estas energias. É importante
referir que estas figuras foram produzidas considerando apenas o modo fundamental da cavidade, uma
vez que como o efeito do grafeno é mı́nimo, considerar o modo n = 2 quase não altera o comportamento
das funções representadas. Este último modo é importante para visualizar a existência de plasmões e não
para estudar os efeitos da cavidade.













Figura 4.12: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função da
energia dos fotões para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm, d = 3 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1.
O estudo da variação da reflectância, absorvância e transmitância em função de a é ilustrado na
figura 4.13. Estando os picos da absorvância a variar com a energia de Fermi podemos mais uma vez
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interpretá-los como SPP’s, sendo que neste caso ambos têm a mesma energia (~ω = 0.2 eV), mas cada
um tem momento π/apico, em que apico é o valor de a para o qual ocorre o pico da absorvância para cada
valor de EF .












Figura 4.13: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função de a
para ~ω = 0.2 eV, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, d = 0.1 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1.
Na figura 4.14 podemos observar simultaneamente a variação da absorvância com a frequência da
luz e com a largura da abertura, onde a linha brilhante estreita representa a relação entre a energia dos
plasmões e o parâmetro a. Vemos que quanto mais largo for o orif́ıcio, menor será a energia do SPP, o que
faz sentido, pois sendo o momento proporcional a 1/a, um valor de a maior, corresponde a um momento
menor e consequentemente a um valor de ω menor. Por outro lado, a linha brilhante mais larga tem a
mesma origem que os primeiros picos do painel direito da figura 4.8, não estando por isso relacionada
com o fenómeno de excitação de plasmões.
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0 0.1 0.2 0.3
Figura 4.14: Absorvância do sistema em função de metade da largura, a, e da energia dos fotões para
ε1 = ε2 = ε3 = 1, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV e d = 0.1 µm. No eixo do lado direito dos gráficos podemos
ver o comprimento de onda correspondente a cada energia apresentada no eixo do lado esquerdo.
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Seguindo para a figura 4.15 podemos observar uma representação gráfica de T , R e A em função
do comprimento da abertura. Nesta caso, vemos mais uma vez que o comportamento da refletância e
transmitância é muito semelhante ao caso em que não existe grafeno. O peŕıodo das oscilações continua
a ser λ/2 e vemos que as linhas para energias de Fermi diferentes estão quase sobrepostas. Quanto ao
gráfico da absorvância, temos valores muito baixos, o que mostra que o grafeno não afeta muito o sistema,
embora para EF ’s maiores tenhamos valores de A maiores, como seria de esperar em função da discussão
da condutividade do grafeno elaborada no caṕıtulo 2.













Figura 4.15: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função de d
para ~ω = 0.29 eV, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1.
Finalmente temos as figuras 4.16, onde são feitos os gráficos densidade da absorvância em função de
~ω e d, para duas energias de Fermi distintas. A zona bilhante indica-nos a melhor conjugação entre
frequência e comprimento de abertura que maximiza a absorvância do sistema.
0.1 0.2 0.3 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Figura 4.16: Absorvância do sistema em função do comprimento d e da energia dos fotões para ε1 = ε2 =
ε3 = 1, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV e a = 0.3 µm. No eixo do lado direito dos gráficos podemos ver o
comprimento de onda correspondente a cada energia apresentada no eixo do lado esquerdo.
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4.3 Abertura Metálica Coberta com duas Folhas de Grafeno
Nesta secção vamos resolver o problema anterior, mas com mais uma folha de grafeno colocada no topo
da abertura, como está ilustrado na figura 4.17.
Figura 4.17: Abertura retangular perfurada num metal perfeito (PEC), coberta com duas folhas de
grafeno de condutividade σ(ω). O eixo z aponta para fora da folha. ε1, ε2 e ε3 são as funções dielétricas
dos três meios considerados. 2a é a largura e d o comprimento da abertura.
Assim sendo, necessitamos apenas de alterar a condição fronteira do campo magnético tangencial na
interface x = 0, para levar em conta a condutividade da nova folha de grafeno, que será representada
por σ′, de forma a podermos considerar folhas de grafeno com energias de Fermi distintas. A referida
condição fronteira toma então a forma H1(0, y)−H2(0, y) = σ′(ω)E2y(0, y). Mais uma vez, fazemos∫ a
−a
[H1(0, y)−H2(0, y) = σ′(ω)E2y(0, y)]dy, (4.58)
o que permite obter




Por outro lado, fazendo∫ a
−a
[H1(0, y)−H2(0, y) = σ′(ω)E2y(0, y)] cos(β2(y + a))dy (4.60)
chegamos a
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Substituindo agora a equação (4.42) que define o coeficiente rp nas duas equações anteriores obtemos:{
A0 − iγ2k2σ′(ω)B0 = 2I1 + i∆1k2B0I3 + i∆1α2B2I4
A2 − iγ2α2σ′(ω)B2 = 4aI2 + 2i∆1k2B0I4 + 2i∆1a2α2B2I5,
(4.62)
estando os integrais Ii (com i = 1, 2, 3, 4, 5) já definidos na secção anterior.
Juntando este último sistema de duas equações ao sistema (4.53), ficamos com um sistema de quatro
equações que permite determinar completamente os coeficientes A0, B0, A2 e B2. Tal como o sistema
da secção anterior, este também é resolvido por meio de ferramentas computacionais e as expressões que
definem os coeficientes não são aqui expostas devido à sua elevada extensão.
Desta forma, passamos ao cálculo da transmitância, refletância e absorvância do sistema, que é efetu-
ado pelos métodos já apresentados nas duas secções anteriores. Nas figuras 4.18 e 4.19, podemos observar
estas grandezas f́ısicas representadas em função da energia do pacote de ondas incidente, para três si-
tuações distintas: um caso em que ambas as folhas de grafeno apresentam a mesma energia de Fermi e
outros dois em que têm diferentes valores de EF .













Figura 4.18: Refletância (esquerda) e transmitância (direita) do sistema em função da energia dos fotões
para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm, d = 0.1 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1.
Da análise da figura 4.19, vemos imediatamente que no primeiro caso (linha azul) existe apenas um
pico estreito, enquanto que nos outros (linhas vermelha e roxa) existem dois (além dos primeiros picos
mais largos cuja origem já foi explicada na secção anterior). Para interpretar esta diferença é necessário
relembrar a discussão da secção 3.4, onde apresentamos os modos óticos e acústicos da dupla camada
de grafeno. Como vimos, para folhas de grafeno com a mesma energia de Fermi, os primeiros são
simétricos relativamente ao plano x = d/2, ao passo que os segundos são antisimétricos relativamente ao
mesmo plano. Assim, sendo a componente tangencial às folhas de grafeno do campo elétrico do presente
sistema, simétrica em relação ao referido plano, isto é, tendo a igualdade Ey(0, y) = Ey(d, y), percebemos
que a existência de apenas um pico plasmónico no caso em que ambas as folhas apresentam a mesma
condutividade se deve ao facto de o sistema ser capaz de excitar apenas modos óticos por serem os únicos
simétricos. Para o caso em que cada folha de grafeno tem um valor de EF diferente, nem a componente
tangencial do campo elétrico neste sistema apresenta qualquer simetria, nem os modos óticos e acústicos
da dupla camada têm simetria bem definida, sendo por isso posśıvel, neste caso, excitar ambos os modos
e por isso, aparecem dois máximos plasmónicos no espetro de absorção. É importante notar que para
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ambos os casos, o momento destes plasmões é π/a, pois juntamente com o valor da energia dos picos de A
a sua relação de dispersão é obedecida, o que seria de esperar, uma vez que tal como na secção anterior,
as folhas de grafeno estão suspensas na estrutura metálica e consideramos nos cálculos o modo n = 2
além do modo fundamental.
Além disto, verificamos que aumentando a energia de Fermi de apenas uma das folhas de grafeno a
posição do pico de A correspondente ao modo acústico não se altera significativamente, enquanto que a
posição dos picos correspondentes aos modos óticos se desloca para valores de energia maiores. De forma
a influenciar a posição dos picos acústicos é necessário aumentar o valor de EF em ambas as camadas.












Figura 4.19: Absorvância do sistema em função da energia dos fotões para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV,
a = 0.3 µm, d = 0.1 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1.
Relativamente ao caso em que consideramos apenas uma folha de grafeno a cobrir a abertura metálica,
este problema resolvido com duas folhas que apresentam a mesma energia de Fermi mostra um aumento
da intensidade dos picos plasmónicos da absorvância e, simultaneamente, um aumento da energia para
a qual ocorrem esses picos (como podemos observar na figura 4.20), atuando portanto como uma única
camada de grafeno, mas de maior energia de Fermi [58].
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Figura 4.20: Absorvância do sistema com apenas uma folha de grafeno (linha azul) e com duas folhas de
grafeno (linha vermelha) em função da energia dos fotões para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm,
d = 0.1 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1.
Na figura 4.21, podemos observar o perfil espacial do campo elétrico nas várias regiões do espaço para
o caso em que as folhas de grafeno têm a mesma condutividade (esquerda) e para o caso em que têm
condutividades diferentes (direita). É viśıvel que no primeiro caso o campo apresenta uma simetria em
relação ao centro da abertura nas proximidades das camadas de grafeno, no entanto, no segundo caso











Figura 4.21: Perfil dos campos elétricos nas três regiões do espaço para o caso em que as folhas de
grafeno têm a mesma condutividade (esquerda) e para o caso em que têm diferentes energias de Fermi
(direita). Para o primeiro caso temos EF = 0.5 eV para ambas as folhas de grafeno e para o segundo
temos EF = 0.5 eV para a camada que se encontra em x = 0 e EF = 1 eV para a camada em x = d.
Os restantes parâmetros são ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm, ~ω = 0.1492 eV (esquerda), ~ω = 0.1898 eV
(direita), d = 0.1 µm e ε1 = ε2 = ε3 = 1. As folhas de grafeno são representadas pelas linha brancas e a
superf́ıcie do metal pelas linhas cinzentas. A região a preto é o interior do metal que, sendo perfeito, não
tem campos no seu interior.
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4.4 Abertura Metálica seguida de uma Folha de Grafeno
Neste problema vamos considerar que a folha de grafeno é infinita em y e está em x = b, com b > d e
portanto, está abaixo do orif́ıcio metálico, como se encontra ilustrado na figura 4.22.
Figura 4.22: Abertura retangular perfurada num metal perfeito (PEC) seguida uma folha de grafeno de
condutividade σ(ω) em x = b. O eixo z aponta para fora da folha. ε1, ε2, ε3 e ε4 são as funções dielétricas
dos quatro meios considerados. 2a é a largura e d o comprimento da abertura e (b − d) a distância do
grafeno ao metal.
Temos em conta mais uma vez, apenas o modo n = 0 da cavidade.
Assim sendo, os campos elétricos e magnéticos no meio 1 e 2 são os já definidos anteriormente, e
temos apenas de alterar os campos no meio 3, que agora contam com uma componente difratada, além






































k23 − p2 e k3 =
√
ε3ω/c. É importante referir que na ausência do grafeno Hs = 0 e ficamos
reduzidos ao caso estudado em 4.1, pois só existem três meios distintos.
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k24 − p2 e k4 =
√
ε4ω/c. Resta-nos aplicar as condições fronteira do problema utilizando as
mesmas manipulações a ńıvel de cálculos que nas secções anteriores. Em x = 0 mantêm-se e com estas o
coeficiente do campo magnético refletido no meio 1, no entanto, para x = d temos uma alteração devido
à introdução de uma nova componente nos campos. Para o campo magnético
H2(d, y) = H3(d, y) (4.65)




onde foi mais uma fez feito
∫ a
−a(4.65)dy. Para o campo elétrico







tendo sido feito o integral
∫ +∞
−∞ (4.67)e
−ipydy. Em x = b temos duas novas condições fronteira, que
permitem obter mais duas equações para os coeficientes dos campos, seguindo os mesmos procedimentos
de cálculo: ∫ +∞
−∞

















Igualando (4.70) e (4.72) obtemos
⇒ Hs(p) = Le2iq3(b−d)Hi(p) (4.73)
sendo L definido por
L ≡ ε4/ε3q3/q4 − (1 + σ(ω)γ4q4)
−1
ε4/ε3q3/q4 + (1 + σ(ω)γ4q4)−1
. (4.74)
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Combinando agora (4.66), (4.73) e (4.75) conseguimos ter uma relação entre B0 e A0















Com tudo isto, podemos por fim escrever o coeficiente do campo magnético transmitido









Foi posśıvel utilizar a equação (4.14) uma vez que, como referido no ińıcio da presente secção, as condições
fronteira em x = 0 para os campos elétrico e magnético são as mesmas da secção 4.1. Pela mesma razão, o
coeficiente rp continua a ser dado pela equação (4.13). Temos assim determinados todos os coeficientes dos
campos apresentados. Finalmente, o procedimento para obter os vetores de Poynting, a transmitância,
refletância e absorvância é o utilizado nas secções anteriores.
Passamos agora para a representação gráfica destas quantidades f́ısicas. Nas figuras que se seguem, é
efetuado um estudo da variação das mesmas com a energia dos fotões, com a distância da folha de grafeno
à abertura e com o comprimento e largura da abertura. Para cada gráfico são desenhadas duas linhas
para duas energias de Fermi (EF ) do grafeno.
Na figura 4.23, podemos observar que para valores de ~ω próximos de 0.05 eV voltamos a ter máximos
da absorvância e mı́nimos da refletância, cuja origem foi explicada na secção anterior. Passando para os
picos da absorvância que se seguem para energias superiores, podemos identificá-los como plasmões que
se formam no grafeno, uma vez que fazendo a razão entre as energias das primeiras ressonâncias (e para as
restantes) para valores de EF diferentes, obtemos aproximadamente
√
2, o que faz sentido pois sabemos
que no grafeno ωSPP ∝
√
EF , de acordo com a discussão introduzida no caṕıtulo 3 para a relação de
dispersão dos plasmões no grafeno. Confirmamos este facto na figura 4.24, pois podemos observar que
a frequência para a qual ocorrem as primeiras ressonâncias da absorvância variam com
√
EF . O mesmo
acontece para os picos de ordem superior, o que varia para esses casos é a constante de proporcionalidade.
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Figura 4.23: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função da
energia dos fotões para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm, d = 0.1 µm, b = 0.11 µm e
ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = 1.








Figura 4.24: Valores de ~ω para os quais ocorrem os picos na absorvância do sistema para diversas energias
de Fermi do grafeno. Os pontos a vermelho são determinados numericamente a partir do gráfico de A e
a linha azul resulta de um ajuste aos pontos. Os parâmetros considerados são ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = 1,
a = 0.3 µm, d = 0.1 µm, b = 0.11 µm e ~γ = 0.004 eV.
Aumentando o comprimento da abertura começamos a observar efeitos de cavidade, em que a refletân-
cia e transmitância sofrem oscilações com a frequência da luz incidente e a absorvância apenas apresenta
picos a baixa frequência, sendo depois nula, como é viśıvel na figura 4.25. Isto mostra novamente que
para aberturas compridas o grafeno não tem influência no sistema, até porque as curvas para energias de
Fermi distintas se encontram sobrepostas para grande parte dos valores de energia.
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Figura 4.25: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função da
energia dos fotões para EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm, d = 3 µm, b = 3.01 µm e ε1 = ε2 =
ε3 = ε4 = 1.
Olhando agora para a figura 4.26, podemos observar as oscilações de R, T e A com a variação do
comprimento da abertura, tal como acontece no problema em que a folha de grafeno se encontra na
base da abertura e no problema da abertura sem grafeno. O peŕıodo destas oscilações é o mesmo que
nos referidos sistemas e mais uma vez as curvas para EF ’s diferentes coincidem, o que mostra que este
fenómeno é exclusivamente determinado pelo efeito da cavidade e não pelo grafeno. Além disto, os valores
da absorvância são também muito pouco significativos.














Figura 4.26: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função de d
para ~ω = 0.29 eV, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm, b = d+ 0.01 µm e ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = 1.
Na figura 4.27, efetuamos um estudo destas três grandezas com a variação da distância da folha de
grafeno ao metal. Podemos ver que quanto mais longe esta estiver, menor será a absorção de energia e
uma maior quantidade desta será refletida.
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Figura 4.27: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função de b
para ~ω = 0.05 eV, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm, d = 0.1 µm e ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = 1.
Efetuamos também um estudo em função da largura da cavidade, viśıvel na figura 4.28. Vemos que
para aberturas mais largas existe uma maior transferência de energia através da mesma. Este aumento
da transmitância e a diminuição da refletância fazem sentido na medida em que estamos a considerar
radiação com o mesmo comprimento de onda, mas consideramos orif́ıcios cada vez maiores, o que facilita a
passagem da luz. Os máximos da absorvância viśıveis no painel direito da referida figura estão relacionados
com a excitação de SPP’s no grafeno com momento inversamente proporcional ao valor de a dos picos
desta grandeza f́ısica.










Figura 4.28: Transmitância e refletância (esquerda) e absorvância (direita) do sistema em função de a
para ~ω = 0.29 eV, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, d = 0.1 µm, b = 0.11 µm e ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = 1.
Nas figuras que se seguem podemos ver uma representação gráfica da absorvância para duas energias
de Fermi distintas, em função de ~ω e de cada um dos outros parâmetros geométricos que caracterizam o
sistema, em simultâneo. Estas servem para ter uma visão mais geral das representações gráficas anteriores
e as zonas mais brilhantes indicam-nos a conjugação de valores ideal para a maximização da absorção de
energia.
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Figura 4.29: Absorvância do sistema em função do parâmetro b e da energia dos fotões para ε1 = ε2 =
ε3 = ε4 = 1, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, a = 0.3 µm e d = 0.1 µm. No eixo do lado direito dos
gráficos podemos ver o comprimento de onda correspondente a cada energia apresentada no eixo do lado
esquerdo.
0.1 0.2 0.3 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
Figura 4.30: Absorvância do sistema em função do comprimento d e da energia dos fotões para ε1 = ε2 =
ε3 = ε4 = 1, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, b = d + 0.01 µm e a = 0.3 µm. No eixo do lado direito dos
gráficos podemos ver o comprimento de onda correspondente a cada energia apresentada no eixo do lado
esquerdo.
58
4. Espalhamento de um Pacote de Ondas B. S. C. Alexandre
0.1 0.2 0.3 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4
Figura 4.31: Absorvância do sistema em função do parâmetro a e da energia dos fotões para ε1 = ε2 =
ε3 = ε4 = 1, EF = 0.5 eV, ~γ = 0.004 eV, b = 0.11 µm e d = 0.1 µm. No eixo do lado direito dos




Problema de Espalhamento de um Modo de um Guia
de Ondas Semi-Infinito
Neste caṕıtulo estudamos a difração do modo fundamental de um guia de ondas semi-infinito, com
polarização TM, em diversos contextos.
Começamos por considerar o problema mais simples, em que apenas existe um meio dielétrico no
interior do guia de ondas e um dielétrico exterior a este. Depois consideramos que o metal é real, ou seja,
é caracterizado por uma função dielétrica dependente da frequência. Seguidamente resolvemos mais dois
problemas, um com o metal perfeito e outro com o metal real, mas desta vez o sistema tem uma folha de
grafeno bidimensional inserida a uma certa distância abaixo do guia de ondas. No primeiro, calculamos
também a densidade de probabilidade espacial da excitação de plasmões no grafeno. Finalmente estuda-
mos o caso em que temos um metal perfeito a envolver o guia de ondas e inserimos uma folha de grafeno
à sáıda do mesmo. O objetivo é então estudar a eficiência de transmissão de energia por unidade de área
através dos sistemas, calculando para tal a transmitância, refletância e absorvância. Nos problemas em
que inserimos a folha de grafeno também pretendemos observar a excitação de plasmões de superf́ıcie
no mesmo, que se manifestarão como uma ressonância nas representações gráficas das absorvâncias e
refletâncias em função da frequência da luz.
Os métodos de cálculo para a resolução dos problemas são os mesmos do caṕıtulo anterior, isto
é, escrevemos os campos eletromagnéticos nas diferentes regiões, aplicamos as condições fronteira para
obtermos os coeficientes dos campos e por fim, calculamos os vetores de Poynting que entram nas fórmulas
da refletância, transmitância e absorvância.
5.1 Guia de Ondas Semi-Infinito num Metal Perfeito
Nesta secção vamos resolver o problema de espalhamento para o caso mais simples, em que existe apenas
um guia de ondas semi-infinito feito num metal perfeito e um meio dielétrico exterior. O guia de ondas
é o meio 1 e encontra-se em x < 0, no plano z = 0 e em −a 6 y 6 a, como ilustrado na figura 5.1.
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Figura 5.1: Guia de ondas semi-infinito perfurado num metal perfeito (PEC). O eixo z aponta para fora
da folha. ε1 e ε2 são as funções dielétricas dos dois meios considerados. 2a é a largura do guia de ondas.
As ondas eletromagnéticas propagam-se então no plano z = 0 e na direção x com polarização TM e
portanto, temos mais uma vez a forma geral dos campos:
H = Hz(x, y)ez (5.1)
E = Ex(x, y)ex + Ey(x, y)ey. (5.2)
Resolvendo a equação de Helmholtz para o campo magnético em cada um dos meios e utilizando de
seguida a equação (4.3) obtemos ambos os campos magnético e elétrico.
Começando pelo meio 1 temos
H1(x, y) = e




−iαnx cos(βn(y + a))


















−iαnx cos(βn(y + a))]
(5.3)
sendo rn a amplitude de reflexão associada ao modo n, βn =
nπ
2a , αn =
√
k21 − β2n, k1 =
√
ε1ω/c e onde
consideramos que temos apenas um modo incidente que se reflete à sáıda do guia de ondas, dando origem
a uma combinação de todos os modos posśıveis.
Tal como no caṕıtulo anterior estamos interessados apenas no modo fundamental do guia de ondas,
isto é, vamos considerar que o modo incidente e o refletido são o mesmo, o modo n = 0. Assim, as
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equações anteriores ficam: 
H1(x, y) = (e
ik1x + re−ik1x)Θ(a− |y|)






ik1x − re−ik1x)Θ(a− |y|)
(5.4)
sendo Θ(a− |y|) a função de Heaviside.























onde tp é a amplitude de transmissão, q =
√
k22 − p2, k2 =
√
ε2ω/c e ε2 é a função dielétrica do meio 2.
Com isto, podemos passar para a aplicação das condições fronteira de Maxwell na interface x = 0. As
componentes tangenciais dos campos magnéticos devem obedecer a:
H1(0, y) = H2(0, y) (5.6)





Fazendo agora a integração da equação anterior,
∫ a
−a(5.7)dy, chegamos a




As componentes tangenciais do campo elétrico também devem ser cont́ınuas e por isso temos a segunda
condição fronteira:
E1y(0, y) = E2y(0, y) (5.9)
⇔ k1
ε1






Integrando a equação anterior,
∫∞
−∞(5.10)e
−iγydy, obtemos a segunda equação que necessitamos para os
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Recorrendo à equação (4.28) podemos escrever as componentes dos vetores de Poynting incidente,

































e por consequência temos a refletância e transmitância do sistema:













É de notar que neste sistema não há perdas de energia e portanto não existe absorvância.
Na figura 5.2 estão representadas as grandezas R e T em função da energia da onda eletromagnética
incidente. Como é posśıvel observar, vemos que com o aumento da energia da onda incidente, há um
aumento da transmitância e uma consequente diminuição da refletância do sistema, pois a frequências
maiores correspondem comprimentos de onda menores, e portanto, para a mesma largura da abertura,
as ondas sofrem um menor efeito de difração.







Figura 5.2: Refletância e transmitância do sistema em função da energia da onda eletromagnética inci-
dente para ε1 = ε2 = 1 e a = 0.3 µm.
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Na figura 5.3, podemos ver uma representação espacial dos campos elétricos nos dois meios, o interior
do guia de ondas e o dielétrico que o segue, para duas energias diferentes: 0.8 eV que corresponde a um
caso de alta transmitância e 0.06 eV que corresponde a alta refletância.













Figura 5.3: Perfil espacial dos campos elétricos nos dois meios considerados para a = 0.3 µm, ε1 = ε2 = 1,
~ω = 0.8 eV (esquerda) e ~ω = 0.06 eV (direita). A superf́ıcie do metal é denotada pelas linhas cinzentas.
5.2 Guia de Ondas Semi-Infinito num Metal Real
Nesta secção pretendemos resolver o mesmo problema da secção anterior, mas desta vez considerando
que o metal no qual o guia de ondas está perfurado é real, apresentando assim uma função dielétrica εm.
Temos então o meio 1, que se refere ao conjunto composto pelo interior do guia de ondas e pelo metal e
o meio 2 que se refere ao meio posterior ao primeiro. O esquema do problema encontra-se na figura 5.4.
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Figura 5.4: Guia de ondas semi-infinito perfurado num metal real. O eixo z aponta para fora da folha. ε1
é a função dielétrica no interior do guia de ondas, εm a função dielétrica do metal e ε2 a função dielétrica
do meio abaixo do guia. 2a é a largura do guia de ondas.
A onda eletromagnética propaga-se assim no interior do guia e do metal na direção x e decai expo-
nencialmente na direção y, apenas no interior do metal.
Desta forma, o campo magnético no meio 1 pode ser escrito como
H1(x, y) = (e








−κyΘ(y − a) (5.21)
He(y) = hee
κyΘ(−y − a). (5.22)
Aqui, os subescritos g, d e e denotam, respetivamente, os campos no guia de ondas e à direita e à esquerda
do mesmo, no interior do metal. Além disto, Θ é a função de Heaviside e temos também β =
√
k21 − q21 ,
κ =
√
q21 − k2m e ki = ωc
√
εi, com i = 1,m, ε1 a função dielétrica no interior do guia de ondas e r o
coeficiente de reflexão.
Podemos então, por via da equação (4.3) escrever o campo elétrico na direção x, no meio 1:
E1x(x, y) = (e




−iβγ1 sin(βy)Θ(a− |y|),modos pares
iβγ1 cos(βy)Θ(a− |y|),modos ı́mpares
(5.24)
Edx(y) = −ihdκγme−κyΘ(y − a) (5.25)
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Eex(y) = iheκγme






Neste ponto é agora necessário fazer um breve estudo dos modos pares e ı́mpares permitidos no interior
do guia. Para tal, começamos por aplicar as condições fronteira de Maxwell aos campos, na fronteira
entre o guia de ondas e o metal. Temos então em y = a, para o campo magnético tangencial








e para a componente tangencial do campo elétrico











sendo que para obter as últimas igualdades, tivemos em conta as expressões para hd, obtidas na primeira
condição fronteira. Estas são as relações de dispersão para os modos pares e ı́mpares do interior do guia de
ondas, que sendo equações transcendentes, têm de ser resolvidas numericamente. Podemos ver na figura
5.5 as mesmas representadas graficamente, onde os pontos azuis vêm da primeira equação de (5.30) e os
pontos vermelhos da segunda equação.








Figura 5.5: Modos próprios do guia de ondas perfurado num metal real, para a = 0.3 µm e ε1 = 1. εm
corresponde à função dielétrica do ouro que se encontra apresentada no apêndice B.
Analisando a figura 5.5, podemos ver que o modo fundamental é um modo par e que, o primeiro modo
excitado que corresponde a um modo ı́mpar, só existe para energias superiores a 1 eV. Assim, estando nós
interessados em energias inferiores a essa, tal como anteriormente referido, podemos considerar apenas o
modo fundamental no decorrer dos cálculos.
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O objetivo agora é então resolver o problema de espalhamento para o modo fundamental deste sistema.
De modo a prosseguir falta apenas determinar o coeficiente he por meio da condição fronteira em y = −a
a que o campo magnético deve obedecer:
Hg(−a) = He(−a) (5.31)
⇔ he = eκa cos(βa) (5.32)














k22 − p2 e tp o coeficiente de transmissão. A componente x do campo elétrico não foi escrita,
pois não é necessária para a resolução do problema.
Para podermos então calcular a transmitância e a refletância do sistema começamos, tal como ante-
riormente, por relacionar os campos na interface entre os dois meios. Assim, em x = 0, temos para o
campo magnético
H1(0, y) = H2(0, y) (5.34)






Para simplificar esta equação fazemos∫ +∞
−∞
(5.35)[cos(βy)Θ(a− |y|) + e−κyΘ(y − a) + eκyΘ(−y − a)]dy (5.36)
que permite escrever
⇒ (1 + r)[a(1 + sinc(2βa)) + cos(βa)e−κa/κ] =
∫ +∞
−∞
tp(fp + gp)dp (5.37)
sendo
fp =




2κ cos(pa)− 2p sin(pa)
p2 + κ2
e−κa. (5.39)
Antes de aplicar a condição fronteira ao campo elétrico, é necessário voltar um pouco atrás e escrever a
componente y do mesmo no meio 1, a qual é dada por:
E1y(x, y) = q1(e
iq1x − re−iq1x) · [Egy(y) + Edy(y) + Eey(y)] (5.40)
onde
Egy(y) = γ1 cos(βy)Θ(a− |y|) (5.41)
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Edy(y) = e
κa cos(βa)γme
−κyΘ(y − a) (5.42)
Eey(y) = e
κa cos(βa)γme
κyΘ(−y − a). (5.43)
Estamos assim capazes de escrever a condição fronteira:
E1y(0, y) = E2y(0, y) (5.44)






Para simplificar a equação anterior é necessário fazer
∫ +∞
−∞ (5.45)e




[ε2/ε1fp + ε2/εm cos(βa)e
κagp](1− r) (5.46)




2π ε2Ip − a[1 + sinc(2βa)]− cos(βa)e
−κa/κ
q1

















Podemos assim passar para o cálculo da refletância e transmitância, dadas por




sendo Stx o vetor de Poynting transmitido, dado pela equação (5.16) e S
i













Assim, vemos na figura 5.6, uma comparação entre a refletância e a transmitância dos casos estudados
nesta e na secção anterior, ou seja, o caso em que o metal que envolve o guia de ondas é real e o caso
em que é perfeito, como função da energia da luz. Ora para o metal real, vimos que os campos não
se propagam apenas no interior do guia de ondas, mas também no interior do metal, no qual decaem
exponencialmente na direção transversal à direção de propagação. Assim sendo, existe uma maior área
de transferência de energia entre os dois meios, o que faz com que a transmitância deste sistema, seja
maior que o da secção anterior, para a mesma frequência da luz.
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Figura 5.6: Refletância e transmitância do sistema em função da energia da onda eletromagnética inci-
dente para ε1 = ε2 = 1 e a = 0.3 µm. As linhas a cheio correspondem ao caso em que o metal é real
e as linhas tracejadas ao metal perfeito. εm corresponde à função dielétrica do ouro que se encontra
apresentada no apêndice B.
Na figura 5.7, podemos ver o perfil espacial do campo elétrico, para duas energias diferentes: 0.8 eV
que corresponde a um caso de alta transmitância e 0.06 eV que corresponde a alta refletância. Podemos
ver que o perfil dos campos é muito semelhante ao caso do metal perfeito (ver figura 5.3), a par do interior













Figura 5.7: Perfil espacial dos campos elétricos nos dois meios considerados para a = 0.3 µm, ε1 = ε2 = 1,
~ω = 0.8 eV (esquerda) e ~ω = 0.06 eV (direita). A superf́ıcie do metal é denotada pelas linhas cinzentas.
εm corresponde à função dielétrica do ouro que se encontra apresentada no apêndice B.
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5.3 Guia de Ondas Semi-Infinito num Metal Perfeito Seguido
de uma Folha Grafeno
Estamos agora interessados no caso em que inserimos uma folha de grafeno em x = b no sistema da secção
5.1. Podemos ver a representação deste último na figura 5.8.
Figura 5.8: Guia de ondas semi-infinito perfurado num metal perfeito (PEC). O eixo z aponta para fora
da folha. ε1, ε2 e ε3 são as funções dielétricas dos três meios considerados. 2a é a largura do guia de
ondas e b a distância deste à folha de grafeno de condutividade σ(ω).
Com isto, os campos elétrico e magnético no meio 1 mantêm-se, mas no meio 2 passam a ter uma




































sendo Hi(p) e Hs(p) coeficientes a determinar e q2 =
√
k22 − p2.
Com a introdução de mais uma interface temos um novo meio (após o grafeno), no qual os campos
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com tp a ser o coeficiente de transmissão e q3 =
√
k23 − p2.
Precisamos uma vez mais de relacionar os campos nas interfaces dos diversos meios. Começando por
x = 0, as componentes tangenciais do campo magnético devem ser cont́ınuas e portanto:
H1(0, y) = H2(0, y) (5.54)





Se utilizarmos as técnicas de cálculo que temos vindo a desenvolver ao longo do trabalho para a manipu-
lação das equações resultantes das condições fronteira, isto é, se fizermos
∫ a
−a(5.55)dy obtemos




Por sua vez, as componentes tangenciais do campo elétrico também devem ser cont́ınuas:
E1y(0, y) = E2y(0, y) (5.57)
⇔ k1
ε1





e simplificando através de
∫ +∞






Passando agora para a segunda interface do sistema, x = b, temos para o campo elétrico:∫ +∞
−∞
E2y(b, y) = E3y(b, y)e
−ipydy (5.60)




Já para o campo magnético é agora necessário ter em conta a condutividade do grafeno na condição
fronteira: ∫ +∞
−∞







Igualando agora as equações (5.61) e (5.63) sai
⇒ Hs(p) = Le2iq2bHi(p) (5.64)
sendo L definido por
L ≡ ε3/ε2q2/q3 − (1 + σ(ω)γ3q3)
−1
ε3/ε2q2/q3 + (1 + σ(ω)γ3q3)−1
. (5.65)
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Com isto e considerando as fórmulas apresentadas anteriormente para os vetores de Poynting, podemos
obter a refletância, a transmitância e a absorvância por meio das equações:













A = 1−R− T. (5.71)
Podemos então ver na figura 5.9 a representação gráfica destas grandezas como função de ~ω. Na parte
esquerda da figura temos a absorvância do sistema (fazemos uma representação do logaritmo natural
desta grandeza para melhor visualização dos máximos) para duas energias de Fermi distintas: a linha
a cheio é para EF = 1 eV e a linha tracejada para EF = 0.5 eV. Podemos observar vários máximos
para cada uma das linhas da absorvância. Comparando as frequências dos primeiros picos de A(EF ) e
de A(2EF ), obtemos aproximadamente
√
2, o que também acontece para os restantes picos. Isto indica
a excitação de plasmões no grafeno, uma vez que, de acordo com as fórmulas apresentadas no caṕıtulo 3
para a relação de dispersão do grafeno, sabemos que ωSPP ∝
√








É importante notar que dois picos da mesma ordem para valores de EF diferentes correspondem ao
mesmo momento linear, isto é, o primeiro máximo de A(EF ) e de A(2EF ) indicam plasmões com o
mesmo momento, mas com energias diferentes, sendo o mesmo válido para os picos que se seguem.
Assim, existe uma excitação de SPP’s no grafeno com um determinado momento linear, cuja energia
vai depender da energia de Fermi.
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Figura 5.9: Esquerda: absorvância em função da energia da radiação para duas energias de Fermi distin-
tas. Direita: refletância e transmitância em função da energia da radiação para duas energias de Fermi
distintas. Em ambos os casos temos ε1 = 1 = ε3 = ε2, a = 0.3 µm, b = 0.01 µm, ~γ = 0.004 eV e
EF = 0.5 eV.
É também importante reparar no facto de que com a diminuição da energia da radiação incidente
a absorvância aumenta. Isto é explicado pelo aumento da parte real da condutividade do grafeno para
frequências baixas, já discutido na secção 4.4.
Na figura 5.10 efetuamos um estudo da variação da energia dos primeiros máximos da absorvância com
a energia de Fermi e, fazendo um ajuste numérico aos pontos obtidos, verficamos que estes variam pro-
porcionalmente com
√
EF , o que é um excelente indicador da excitação de SPP’s, pois como apresentado
anteriormente, para o grafeno temos ωSPP ∝
√
EF .






Figura 5.10: Valores de ~ω para os quais ocorrem os picos na absorvância do sistema para diversas
energias de Fermi do grafeno. Os pontos a vermelho são determinados numericamente a partir do gráfico
de A e a linha azul resulta de um ajuste aos pontos. Os parâmetros considerados são ε1 = 1 = ε3 = ε2,
a = 0.3 µm, b = 0.01 µm e ~γ = 0.004 eV.
Com o intuito de ter uma prespetiva da forma dos campos elétricos do problema, é interessante olhar
para a figura 5.11, onde podemos ver uma representação espacial dos mesmos nos três meios que compõem
o sistema. Os máximos e mı́nimos de intensidade presentes na região entre o metal e o grafeno, são devidos
73
5. Problema de Espalhamento de um Modo de um Guia de Ondas Semi-Infinito B. S. C. Alexandre
à formação dos plasmões. A região a preto representa o interior do metal, pois sendo este perfeito não
permite campos elétricos no seu interior. A figura corresponde a uma frequência para a qual temos o






Figura 5.11: Perfil dos campos elétricos nas várias regiões do espaço para ε1 = 1 = ε3 = ε2, a = 0.3 µm,
b = 0.01 µm, ~ω = 0.073 eV, ~γ = 0.004 eV e EF = 0.5 eV. A folha de grafeno é representada pela linha
branca e a superf́ıcie do metal pelas linhas cinzentas.
Com o objetivo de tentar aumentar os picos presentes na absorvância e como tal, excitar de forma
mais eficiente plasmões, é necessário considerar que além do modo fundamental, também é refletido o
modo n = 2 no interior do guia de ondas.
Assim sendo, regressamos ao ińıcio do problema para definir os campos elétrico e magnético no meio
1: 
H1(x, y) = [e
ik1x + r0e
−ik1x + r2e
−iα2x cos(β2(y + a))]Θ(a− |y|)











ik1x − r0e−ik1x)− α2r2e−iα2x cos(β2(y + a))]Θ(a− |y|)
(5.73)
onde r0 é o coeficiente de reflexão do modo 0, r2 o coeficiente de reflexão do modo 2, β2 =
π
a e α2 =√
k21 − β22 .
Passando então para as condições fronteira, relativamente ao caso em que consideramos apenas um
modo, só as condições para os campos em x = 0 se alteram. Para o campos magnéticos começamos então
por fazer ∫ a
−a
[H1(0, y) = H2(0, y)]dy (5.74)
o que dá origem a




Por outro lado, fazendo agora ∫ a
−a
[H1(0, y) = H2(0, y)] cos(β2y)dy (5.76)
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Para a equação da continuidade do campo elétrico tangencial utilizamos∫ +∞
−∞












Como as condições fronteira em x = b se mantêm podemos então recorrer a (5.64) para eliminar Hs(p)












Finalmente, substituindo a equação anterior e (5.64) em (5.75) e em (5.77) e resolvendo o sistema de









































Assim, estando determinados todos os coeficientes dos campos podemos obter mais uma vez a absor-
vância, refletância e transmitância a partir dos vetores de Poynting. Neste caso, como consideramos mais
um modo na cavidade, o vetor de Poynting refletido é alterado. A sua fórmula geral, quando temos em


















m cos[βm(y + a)] cos[βn(y + a)]dy
]
(5.86)











Os vetores de Poynting incidente e transmitido são dados pelas equações (5.14) e (5.16), respetivamente.
Assim, a nova fórmula para a refletância fica:
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Na figura 5.12 voltamos a representar R, T e A para os mesmos parâmetros que anteriormente, mas desta
vez tendo em conta a existência de dois modos refletidos na cavidade.








Figura 5.12: Esquerda: absorvância em função da energia da radiação para duas energias de Fermi
distintas. Direita: refletância e transmitância em função da energia da radiação para duas energias de
Fermi distintas. Em ambos os casos temos ε1 = 1 = ε3 = ε2, a = 0.3 µm, b = 0.01 µm, ~γ = 0.004 eV e
EF = 0.5 eV.
Neste caso, notamos o aparecimento de dois picos mais estreitos que os restantes para uma energia
perto de 0.1 eV para EF = 0.5 eV e para uma energia perto de 0.15 eV para EF = 1 eV (ver setas na
figura 5.12). Para entender o que distingue esta ressonância, recorremos à figura 5.13, onde podemos
observar o perfil dos campos elétricos nas várias regiões do espaço, tanto para o valor de ~ω para o qual
ocorre este pico bem como para a frequência do máximo que o segue.
Assim, vemos que o primeiro corresponde a plasmões que se formam essencialmente na zona acima da
abertura, enquanto que o segundo (e os restantes picos mais largos) corresponde a SPP’s que se formam













Figura 5.13: Perfil dos campos elétricos nas várias regiões do espaço para ε1 = 1 = ε3 = ε2, a = 0.3 µm,
b = 0.01 µm, ~ω = 0.1038 eV (esquerda), ~ω = 0.1263 eV (direita), ~γ = 0.004 eV e EF = 0.5 eV. A
folha de grafeno é representada pela linha branca e a superf́ıcie do metal pelas linhas cinzentas.
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5.4 Eficiência de Excitação de SPP’s numa Folha de Grafeno
Nesta secção voltamos a considerar o problema abordado na secção 5.3. O objetivo é obter a densidade
de probabilidade espacial |α±(y)|2 de excitação dos plasmões da folha de grafeno, localizada após o
guia de ondas. Neste coeficiente, os sinais mais e menos representam, respetivamente, a densidade de
probabilidade de um SPP se propagar para a direita ou para a esquerda do guia de ondas.
De forma a obter estes coeficientes, é necessário começar por escrever os campos elétricos e magnéticos
determinados no problema referido, como uma sobreposição dos modos SPP e dos modos radiativos
suportados pelo grafeno:
H(x, y) = [α+(y) + α−(y)]HSPP (x, y) +
∫
dρa(y, ρ)Hrad(x) (5.89)
Ex(x, y) = [α
+(y)− α−(y)]ESPPx (x, y) +
∫
dρa(y, ρ)Eradx (x), (5.90)
onde HSPP (x, y) e ESPPx (x, y) são os modos plasmónicos e H
rad(x) e Eradx (x) os modos radiativos.
Na ausência de dissipação estes modos obedecem à seguinte relação de ortogonalidade:∫
dxHSPPEradx = 0 =
∫
dxHradESPPx , (5.91)














Além disto, é apenas necessário calcular α+(y), uma vez que por simetria do problema temos α+(y) =
α−(−y). Assumindo também que para y > a temos α−(y) ≈ 0, interessa-nos apenas obter o coeficiente












Estando os campos plasmónicos para uma folha de grafeno nas proximidades de um metal determinados
no caṕıtulo 3 e os campos elétrico e magnético totais do sistema determinados na secção 5.3, temos tudo
o que necessitamos para iniciar a simplificação da equação anterior.
Assim, para o denominador da mesma temos∫
ESPPx H











onde os coeficientes u e v são, respetivamente, 2h1 e h2 apresentados anteriormente e relacionados por




e b é a
distância do grafeno ao metal.
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sendo os coeficientes Hi(p), Hs(p) e tp dados respetivamente pelas equações (5.66), (5.64) e (5.61), obtidas
e explicadas na secção 5.3.
Resta-nos agora determinar os coeficientes u e v, o que é feito considerando que toda a energia que
incide no final do guia de ondas é totalmente transferida para os campos dos SPP’s. Assim, o vetor de






dx<[ESPPx HSPP ] (5.96)





































Assim, temos o coeficiente α+(y) totalmente determinado e podemos representar graficamente o seu
módulo quadrado como função da frequência da luz incidente, como é posśıvel observar na figura 5.14.
Podemos ver que existem dois picos mais intensos para cada valor de EF , que indicam a frequência de
radiação com maior probabilidade de excitar modos plasmónicos no grafeno em y = 2a.
Além disto, podemos também verificar que a energia dos picos de cada uma das linhas (vermelha
e azul), é muito semelhante à dos máximos da absorvância calculada na secção 5.3 (no caso em que
consideramos apenas um modo no guia de ondas), o que é um excelente indicador da excitação de SPP’s
com estas frequências.
Por fim, observando por exemplo os valores de ~ω dos picos de maior intensidade, 0.074 eV para
α(EF ) e 0.105 eV para α(2EF ), verificamos que a razão entre eles é aproximadamente
√
2, o que está
da acordo mais uma vez com a relação de dispersão dos SPP’s. O mesmo acontece para os máximos de
menor intensidade.
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Figura 5.14: Densidade de probabilidade espacial de excitação de SPP’s como função da energia da luz,
para a = 0.3 µm, b = 0.01 µm, ε1 = 1 = ε2 = ε3, EF = 0.5 eV e ~γ = 0.004 eV.
5.5 Guia de Ondas Semi-Infinito num Metal Real Seguido de
uma Folha de Grafeno
Na presente secção pretendemos resolver o problema da secção 5.3, no caso em que o metal que envolve
o guia de ondas é real. Como tal, os campos eletromagnéticos no meio 1 (guia de ondas mais metal), são
os mesmos da secção 5.2 e os campos do meio 2 e 3 são os mesmos da secção 5.3.
Na figura 5.15, vemos que o esquema do problema é igual ao anterior, a única alteração deve-se apenas
à função dielétrica do metal.
Figura 5.15: Guia de ondas semi-infinito perfurado num metal real. O eixo z aponta para fora da folha.
ε1, ε2, ε3 são as funções dielétricas dos três meios considerados e εm a função dielétrica do metal. 2a é a
largura do guia de ondas e b a distância deste à folha de grafeno de condutividade σ(ω).
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Com isto, seguimos para a aplicação das condições fronteira. Começando pela primeira interface,
x = 0, podemos escrever:∫ +∞
−∞
H1(0, y) = H2(0, y)[cos(βy)Θ(a− |y|) + e−κyΘ(y − a) + eκyΘ(−y − a)]dy (5.99)
⇒ (1 + r)[Aa(1 + sinc(2βa)) +A cos(βa)e−κa/κ] =
∫ +∞
−∞
[Hi(p) +Hs(p)](fp + gp)dp (5.100)
∫ +∞
−∞
E1y(0, y) = E2y(0, y)e
−ipydy (5.101)
⇒ q1(1− r)[γ1fp + γm cos(βa)eκagp] = 2πγ2q2[Hi(p)−Hs(p)] (5.102)
tendo sido efetuados os integrais da secção 5.2 para a simplificação das esquações anteriores.
Passando para x = b, o desenvolvimento e simplificação das equações é igual ao da secção anterior e
portanto, relembramos que estas permitem obter{
E2y(b, y) = E3y(b, y)
H2(b, y)−H3(b, y) = σ(ω)E3y(b, y)
(5.103)
⇒ Hs(p) = Le2iq2bHi(p) (5.104)
sendo L mais uma vez dado por
L ≡ ε3/ε2q2/q3 − (1 + σ(ω)γ3q3)
−1
ε3/ε2q2/q3 + (1 + σ(ω)γ3q3)−1
. (5.105)













IL − a[1 + sinc(2βa)]− cos(βa)e−κa/κ
q1
2πγ2


















Temos então todos os coeficientes determinados e podemos finalmente obter R, T e A:
R = |r|2 (5.110)
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A = 1−R− T (5.112)
sendo Stx o vetor de Poynting transmitido, dado pela equação (5.16) e S
i
x o vetor de Poynting incidente
dado pela equação (5.51).
Na figura 5.16 e no lado esquerdo da figura 5.17 podemos ver a representação destas quantidades
f́ısicas como função da energia da radiação. É de notar que os picos presentes nesta última correspondem,
tal como no problema anterior, à excitação de plasmões no grafeno, uma vez que dispersam com a energia
de Fermi. Além disto, neste caso em que temos duas linhas para dois valores de EF em que um é o dobro
do outro, verifica-se novamente a razão de ≈
√
2 entre as frequências destes máximos. Estas frequências
são muito semelhantes às do caso em que o metal é perfeito, uma vez que a função dielétrica do ouro tem
valores muito negativos e portanto, comporta-se quase como um metal perfeito.













Figura 5.16: Refletância (esquerda) e transmitância (direita) em função da energia da radiação para duas
energias de Fermi distintas. As linhas a cheio correspondem às grandezas obtidas no problema em que
consideramos o metal perfeito e as linhas tracejado ao caso em que o metal é real. Em ambos os casos
temos ε1 = 1 = ε3 = ε2, a = 0.3 µm, b = 0.01 µm, ~γ = 0.004 eV e EF = 0.5 eV. εm corresponde à
função dielétrica do ouro que se encontra apresentada no apêndice B.
O lado direito da figura 5.17, que representa a energia dos primeiros máximos de absorção em função
da energia de Fermi do grafeno, corrobora esta excitação de SPP’s, uma vez que temos novamente uma
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Figura 5.17: Esquerda: absorvância para o caso do metal perfeito (linha a cheio) e do metal real (linha
tracejada) em função da energia da radiação para duas energias de Fermi distintas. Direita: valores de
~ω para os quais ocorrem os primeiros picos na absorvância do sistema para diversas energias de Fermi
do grafeno. Os pontos a vermelho são determinados numericamente a partir do gráfico de A e a linha
azul resulta de um ajuste aos pontos. Os parâmetros considerados são ε1 = 1 = ε3 = ε2, a = 0.3 µm,
b = 0.01 µm e ~γ = 0.004 eV. εm corresponde à função dielétrica do ouro que se encontra apresentada
no apêndice B.
Finalmente temos a figura 5.18, na qual podemos observar o perfil dos campos elétricos do sistema. São
viśıveis as oscilações de intensidade dos mesmos que correspondem aos SPP’s no grafeno e, relativamente







Figura 5.18: Perfil dos campos elétricos plasmónicos nas várias regiões do espaço para ε1 = 1 = ε3 = ε2,
a = 0.3 µm, b = 0.01 µm, ~ω = 0.072 eV, ~γ = 0.004 eV e EF = 0.5 eV. εm corresponde à função
dielétrica do ouro que se encontra apresentada no apêndice B. A folha de grafeno é representada pela
linha branca e a superf́ıcie do metal pelas linhas cinzentas.
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5.6 Guia de Ondas Semi-Infinito num Metal Perfeito com uma
Folha de Grafeno na base
Nesta secção vamos resolver o problema da difração do modo fundamental do guia de ondas, mas desta
vez com uma folha de grafeno à sáıda do mesmo. Para melhor visualização do sistema podemos olhar
para o esquema que se encontra na figura 5.19. Sendo o objetivo deste problema a excitação de plas-
mões de superf́ıcie no grafeno, é necessário considerar que apesar de termos apenas um modo incidente,
existem pelo menos dois modos refletidos: o próprio modo incidente (n = 0) e os restantes modos pares
que se seguem (n = 2, 4...). Esta necessidade está relacionada com o facto de neste sistema os modos
plasmónicos que surgem no grafeno serem os modos evanescentes da cavidade e o modo fundamental é
sempre propagante e como tal, serve apenas como um mecanismo de excitação dos modos que o seguem.
Figura 5.19: Guia de ondas semi-infinito perfurado num metal perfeito (PEC). O eixo z aponta para fora
da folha. ε1 e ε2 são as funções dielétricas dos dois meios considerados. 2a é a largura do guia de ondas
e a folha de grafeno de condutividade σ(ω) é representada pela linha vermelha.
Como tal, os campos elétrico e magnético no interior do guia de ondas são da forma:





−iαnx cos(βn(y + a))





















2a , αn =
√
k21 − β2n e rn é a amplitude de reflexão do modo n.
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k22 − p2 e tp a amplitude de transmissão.
Aplicando agora as condições fronteira do problema em x = 0 e começando pela continuidade dos
campos elétricos tangenciais temos
∫ +∞
−∞ [E1y(0, y) = E2y(0, y)]e
−ipydy, que permite obter uma equação













A outra condição fronteira em x = 0 para o campo magnético envolve a condutividade do grafeno e
fazendo
∫ a
−a[H1(0, y)−H2(0, y) = σ(ω)E1y(0, y)]dy podemos chegar a
⇒ 1 + r0 −
∫ +∞
−∞






Podemos também obter uma equação para rm (m 6= 0) através de∫ a
−a
[H1(0, y)−H2(0, y) = σ(ω)E1y(0, y)] cos(βm(y + a))dy (5.117)






dp = 0. (5.118)
Substiuindo a equação (5.115) em (5.116) e em (5.118) ficamos apenas com duas equações para os
vários coeficientes de reflexão do problema. Para terminar a resolução do mesmo é necessário especificar
os modos da cavidade que estamos interessados em considerar. Assim, começamos por ter em conta
apenas os modos n = 0 e n = 2.
Como tal, ficamos com duas equações para r0 e para r2:{
r0(1 + σ(ω)γ1k1 + ∆k1I1) + ∆α2r2I2 = k1(∆I1 + σ(ω)γ1)− 1
2∆k1I2r0 + (1 + σ(ω)γ1α2 + 2∆a
2I3α2)r2 = 2∆k1I2
(5.119)
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Isolando agora r2 na segunda equação do sistema anterior
r2 =
2∆k1I2(1− r0)
1 + σ(ω)γ1α2 + 2∆a2α2I3
, (5.123)
podemos substitúı-lo na primeira para chegar a
⇒ r0 =











Temos então os campos definidos em todas as regiões e podemos assim obter a refletância, a trans-
mitância e a absorvância do sistema pelas fórmulas já apresentadas na secção 5.3 para o caso em que
consideramos também dois modos.
Com isto, observando agora a figura 5.20, notamos que existe um pico muito bem definido nos gráficos
da reflectância, transmitância e absorvância para cada energia de Fermi considerada e que, a energia para
a qual ocorre este pico é a mesma nas três linhas e varia com EF . Mais uma vez, analisando estes valores
de frequência e fazendo a razão entra elas temos ≈
√
2, o que verifica que estes extremos são devidos à
excitação de plasmões de superf́ıcie no grafeno com essa energia.
Além disto, estando a folha de grafeno presa em ambas as pontas tal como na secção 4.2, o momento
dos plasmões excitados por este sistema é dado por nπ2a (momento dos modos do guia de ondas), sendo 2a
a largura do guia de ondas e n o modo excitado. Isto confirma-se relembrado a relação entre o momento






para o caso de uma folha de grafeno isolada (que é uma aproximação válida neste caso, uma vez que não
existe metal nem acima nem abaixo da folha, apenas meios dielétricos). Substituindo q = π/a e tendo
em conta que consideramos ε1 = 1 = ε2, EF = 0.5 eV e a = 0.3 µm temos√
4α~cEFπ/a ≈ 0.124eV (5.126)
que é aproximadamente o valor de ~ω para o qual ocorre o máximo de A e os mı́nimos de R e T , ~ω = 0.126
eV.












Figura 5.20: Esquerda: refletância e transmitância em função da energia da radiação para duas energias
de Fermi distintas. Direita: absorvância em função da energia da radiação para duas energias de Fermi
distintas. Em ambos os casos temos ε1 = 1 = ε2, a = 0.3 µm, ~γ = 0.004 eV e EF = 0.5 eV.
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Assim, vemos que este sistema excita o modo plasmónico n = 2, cujo momento é π/a e a energia vai
depender da energia de Fermi considerada, como é verificado na figura 5.21, pois as energias dos picos da
absorvância variam proporcionalmente com
√
EF , como mostra o ajuste numérico feito a estes pontos.






Figura 5.21: Valores de ~ω para os quais ocorrem os picos na absorvância do sistema para diversas
energias de Fermi do grafeno. Os pontos a vermelho são determinados numericamente a partir do gráfico
de A e a linha azul resulta de um ajuste aos pontos. Os parâmetros considerados são ε1 = 1 = ε2, a = 0.3
µm e ~γ = 0.004 eV.
Se por outro lado considerarmos três modos em vez de dois, obtemos um sistema de três equações
para os coeficientes de reflexão:
r0(1 + σ(ω)γ1k1 + ∆k1I1) + ∆α2r2I2 + ∆α4r4I4 = k1(∆I1 + σ(ω)γ1)− 1


























Sendo este sistema um pouco complexo, resolvêmo-lo numericamente, para obter os três coeficientes,
cuja expressão é demasiada extensa para escrever no presente trabalho, e que nos permitem definir com-
pletamente os campos. Tendo considerado mais um modo eletromagnético, a equação para a refletância
do sistema volta a ser alterada em função da equação (5.87), que define o vetor de Poynting refletido, e
toma a forma:

















Representado então graficamente R, T e A, podemos observar na figura 5.22 que, em relação à figura
5.20 que era para o caso em que apenas consideramos dois modos, temos mais um pico para cada energia
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de Fermi, o que indica a excitação de dois plasmões de energias distintas. O quociente entre as frequências
dos novos picos correspondentes a valores diferentes de EF é também ≈
√
2 pela mesma razão já explicada.
Assim, o número de plasmões que podemos excitar para uma certa energia de Fermi, é menos um que
o número de modos que consideramos na cavidade e cada SPP tem o seu momento e a sua frequência
relacionados pela relação de dispersão (5.125). Neste último caso, temos então para EF = 0.5 eV, um
plasmão com momento π/a (n = 2) com uma energia de 0.126 eV e outro com momento 2π/a (n = 4)
para ~ω = 0.176 eV.
Além disto, vemos também que a frequência do pico n = 4 para EF = 0.5 eV é muito próxima da do
pico n = 2 para EF = 1 eV, pois temos o dobro da energia de Fermi mas metade do momento, o que
mais uma vez está de acordo com a equação (5.125).












Figura 5.22: Esquerda: refletância e transmitância em função da energia da radiação para duas energias
de Fermi distintas. Direita: absorvância em função da energia da radiação para duas energias de Fermi
distintas. Em ambos os casos temos ε1 = 1 = ε2, a = 0.3 µm, ~γ = 0.004 eV e EF = 0.5 eV.
Passando para a figura 5.23, temos uma representação espacial do perfil dos campos elétricos, onde
pelo sentido das linhas de campo e pelos máximos e mı́nimos de intensidade podemos ver que existe uma
alternância entre cargas positivas e negativas na superf́ıcie do grafeno que representam os nossos plasmões.
É posśıvel reparar que o campo no interior do guia de ondas é mais intenso no caso representado à direita,
pois nesse caso consideramos os três modos próprios.
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Figura 5.23: Perfil dos campos elétricos nas várias regiões do espaço para ε1 = 1 = ε2, a = 0.3 µm,
~ω = 0.126 eV, ~γ = 0.004 eV e EF = 0.5 eV. A folha de grafeno é representada pela linha branca e
a superf́ıcie do metal pelas linhas cinzentas. A figura da esquerda corresponde à consideração de dois
modos e a da direita de três modos.
Para finalizar o estudo deste sistema, pretendemos obter os seus modos plasmónicos de forma a
entender melhor a excitação dos SPP’s. Para tal, é necessário escrever os campos evanescentes em ambas
as regiões do espaço.
Começando pelo meio 1 é preciso notar que o modo fundamental n = 0 não contribui pois é sempre





αnx cos(βn(y + a))Θ(a− |y|)




αnxβn sin(βn(y + a))Θ(a− |y|)




αnx cos(βn(y + a))Θ(a− |y|)
(5.132)
onde temos αn =
√
β2n − k21 e βn = nπ2a .
Para o meio 2 temos agora



















Passando para as condições fronteira do problema, temos a continuidade dos campos elétricos tangen-
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e fazendo
∫ +∞






, p > k2. (5.135)
A outra condição é a descontinuidade dos campos magnéticos tangenciais, H1(0, y) − H2(0, y) =











−a(5.136) cos(βm(y + a))dy, permite obter



















q(4a2p2 − π2m2)(4a2p2 − π2n2)
dp. (5.139)
Se considerarmos apenas os dois primeiros modos pares obtemos um sistema de duas equações linear e








(α2r2I4,2 + α4r4I4,4) (5.141)















π2ε21(1 + iγ1σ(ω)α2)(1 + iγ1σ(ω)α4)
= 0,
(5.142)
sendo que estas coincidem precisamente com as energias dos extremos de R, T e A, para o problema de
espalhamento em que consideramos três modos na cavidade, e consequentemente, com as energias dos
plasmões de momentos π/a e 2π/a.
Além disto, derivando a equação dos modos evanescentes através do mesmo procedimento mas consi-





que nos permite obter a energia do máximo da absorvância do caso em que consideramos apenas dois
modos no guia de ondas.
Na figura 5.24, podemos ver o perfil dos modos evanescentes do problema, para o caso em que consi-
deramos os modos n = 2 e n = 4, que se concentram em torno da folha de grafeno e que são excitados
pela incidência do modo fundamental do guia de ondas.
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Figura 5.24: Perfil dos campos elétricos plasmónicos nas várias regiões do espaço para ε1 = 1 = ε2,
a = 0.3 µm, ~ω = 0.126 eV, ~γ = 0.004 eV e EF = 0.5 eV. A folha de grafeno é representada pela linha
branca e a superf́ıcie do metal pelas linhas cinzentas.
Assim, temos um sistema em que a partir da incidência do modo n = 0 da cavidade (que para
frequências abaixo de cπ2a√ε1 é o único propagante), conseguimos excitar os seus modos evanescentes




Neste caṕıtulo, fazemos uma breve revisão dos principais resultados obtidos ao longo do trabalho. Estudá-
mos dois sistemas que permitem a excitação de plasmões polaritões de superf́ıcie no grafeno: o primeiro
foi no caṕıtulo 4, onde considerámos o espalhamento de um pacote de ondas numa abertura metálica
finita e o segundo foi no caṕıtulo 5, no qual considerámos a difração do modo fundamental de um guia
de ondas semi-infinito.
Assim, no primeiro problema, começámos por explorar os modos fundamentais da cavidade e por
estudar a difração do pacote de ondas através da mesma, na ausência de grafeno. Efetuámos um estudo das
propriedades óticas do sistema em função da frequência do pacote de ondas incidente e das propriedades
geométricas da abertura metálica. Verificou-se que aumentando a energia da radiação incidente existe
um aumento da transmitância e uma diminuição da refletância, o que pode ser explicado pela diminuição
da largura do pacote de ondas com o aumento da frequência. Além disto, verificámos que estas grandezas
oscilam com um peŕıodo de λ/2 quando representadas em função do comprimento d da abertura. Em
seguida, colocámos uma folha de grafeno na base da abertura e efetuamos o mesmo estudo. Foi posśıvel
observar o surgimento de picos estreitos no espetro da absorvância, que foram identificados como a
excitação de plasmões na superf́ıcie do grafeno. Estes SPP’s apresentam momento dado nπ2a (n 6= 0),
que são os modos permitidos na cavidade, uma vez que a folha se encontra presa às paredes metálicas.
Por simetria do sistema, apenas são suportados modos com n par. A energia destas quasi-part́ıculas é
então obtida a partir do seu momento, por meio da relação de dispersão dos plasmões de uma folha de
grafeno inserida entre dois meios dielétricos. Assim, a difração do pacote de ondas na abertura excita
SPP’s com momento determinado pelos modos da cavidade e frequência dependente da energia de Fermi
do grafeno. Acrescentando uma folha de grafeno no topo da abertura, alterámos a natureza do sistema,
que passa a suportar dois tipos de modos plasmónicos: os óticos, de maior energia e os acústicos de
menor. Neste caso, para cada momento posśıvel dos plasmões, passam a existir duas energias dispońıveis.
Se as folhas de grafeno apresentarem o mesmo valor de EF , têm então a mesma condutividade ótica e
consequetemente, vimos que devido à simetria da componente tangencial do campo elétrico, apenas é
posśıvel excitar os modos óticos, que são simétricos para folhas com valores de condutividade idênticos.
Caso as folhas de grafeno tenham energias de Fermi diferentes, perde-se a simetria tanto dos campos
elétricos como dos modos óticos e acústicos. Dessa forma, o pacote de ondas incidente é capaz de excitar
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tanto modos óticos como modos acústicos no sistema. Vimos também que no caso em que as camadas têm
a mesma condutividade, ambas atuam como uma só camada de energia de Fermi superior, deslocando os
máximos plasmónicos da absorvância para frequências maiores e aumentando a intensidade dos mesmos.
Para finalizar este caṕıtulo, estudámos o sistema em que a folha de grafeno se encontra afastada da
abertura. Neste problema voltamos a observar picos de natureza plasmónica que surgiram no espetro da
absorvância. Verificámos que para as curvas A(EF ) e A(2EF ), a relação entre as frequências dos máximos
é aproximadamente
√
2, o que está de acordo com a dependência da energia dos plasmões com
√
EF .
Sendo a folha de grafeno infinita e não estando presa nas paredes da estrutura metálica não temos uma
expressão anaĺıtica para o momento dos SPP’s, mas sabemos que é inversamente proporcional à largura
da fenda, uma vez que representando graficamente a absorvância em função do parâmetro a surgem
múltiplos picos que dispersam com a energia de Fermi considerada no grafeno.
No caṕıtulo 5, começámos por estudar o espalhamento do modo fundamental do guia de ondas na
ausência de grafeno. Primeiro considerámos que o metal que envolve o guia de ondas era perfeito e
em seguida, considerámo-lo real. Em ambos os casos observamos um aumento da transmitância e uma
consequente diminuição da refletância com o aumento da energia da onda incidente, o que seria de esperar,
uma vez que a largura da cavidade está fixa, mas considerámos comprimentos de onda cada vez menores.
Vimos também que no caso do metal real a transmitância é sempre superior e a refletância é sempre
inferior ao caso do metal perfeito. Isto deve-se ao facto de no primeiro, os campos eletromagnéticos
também se propagarem no interior do metal, o que proporciona uma maior área de transferência de
energia entre os dois meios. Posteriormente, considerámos o problema em que a folha de grafeno está
afastada do metal. Neste, tal como no problema do caṕıtulo anterior com a folha afastada, voltam a surgir
picos plasmónicos no espetro da absorvância que são explicados da mesma forma. Resolvemos também
este problema tendo em consideração o modo n = 2 do guia de ondas. Nesse caso assistimos ao surgimento
de um pico extra no espetro da absorvância, mais estreito que os restantes, cuja natureza é semelhante
aos máximos de A no caso em que a folha de grafeno se encontra colada à abertura. Representando o
perfil dos campos elétricos para a energia desse pico e para a energia de um pico mais largo, conclúımos
que o primeiro corresponde a plasmões que se formam principalmente na região do grafeno imediatamente
acima da abertura, enquanto que o segundo corresponde a plasmões que se formam na região entre o
metal e o grafeno. Além disto, calculámos também a densidade de probabilidade espacial de excitação
de plasmões na folha de grafeno (para o problema resolvido com um só modo da cavidade) e verificámos
uma correspondência entre a energia dos picos do espetro desta probabilidade e a energia dos picos do
espetro da absorvância. Seguidamente, considerámos o mesmo problema, mas para o metal real. Os
resultados obtidos foram muito semelhantes à aproximação do metal perfeito, uma vez que a função
dielétrica utilizada para caracterizar o metal tem valores muito negativos e, portanto, este comporta-se
quase como um metal perfeito. Finalmente, estudámos o problema do guia de ondas com a folha de
grafeno na base. Verificámos que, tal como no caso da abertura com a folha de grafeno na base, os
momentos permitidos aos plasmões são nπ2a e os resultados obtidos são por isso muito semelhantes, ou
seja, os máximos da absorvância têm a mesma forma e ocorrem para as mesmas frequências nos dois
sistemas.
Em śıntese, vimos então múltiplos sistemas capazes de excitar SPP’s em folhas de grafeno, por meio
da difração de radiação eletromagnética. De todos eles, o mais eficiente é o guia de ondas com a folha
de grafeno colada, pois para as mesmas energias de radiação incidente, é o sistema mais absorvente. No
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entanto, o sistema da abertura finita consegue também ser muito eficaz se cobrirmos a cavidade com duas
folhas de grafeno, pois nesse caso funciona como se tivesse uma só folha com maior energia de Fermi, o







Relações de Ortogonalidade entre Modos Plasmónicos
e Radiativos
Neste apêndice fazemos uma derivação das relações de ortogonalidade entre os campos eletromagnéticos
plasmónicos e os campos radiativos, utilizada na secção 5.4 para o cálculo do coeficiente α(y).
Para iniciar a derivação destas relações começamos por pegar na equação de Ampère-Maxwell e
multiplicamo-la por Eν , onde o ı́ndice ν indica se é um modo radiativo ou plasmónico:
Eν · ∇ ×Hµ = −iωε0εEν ·Eµ. (A.1)
Em seguida, fazemos o mesmo para a equação da lei de indução de Faraday mas multiplicamos agora por
Hµ:
Hµ · ∇ ×Eν = iωµ0Hµ ·Hν . (A.2)
Subtraindo as duas equações ficamos com:
Eν · ∇ ×Hµ −Hµ · ∇ ×Eν = −iωε0εEν ·Eµ − iωµ0Hµ ·Hν (A.3)
⇔ ∇ · (Eν ×Hµ) = iω(ε0εEν ·Eµ + µ0Hµ ·Hν). (A.4)
Trocando os ı́ndices µ e ν na equação anterior e subtráındo a nova equação à anterior ficamos com
∇ · (Eν ×Hµ −Eµ ×Hν) = 0. (A.5)
Separando o operador ∇ nas suas componentes transversal e longitudinal à interface do grafeno (ver figura
5.8), isto é, ∇ = ∇t + ûy∂y e relembrando a dependência dos modos na coordenada y, Eµ = E0µeiqµy e
Hµ = H0µe
iqµy, obtemos:
∇ · (Eν ×Hµ −Eµ ×Hν) = [∇t ·+i(qµ + qν)ûy·](E0ν ×H0µ −E0µ ×H0ν)ei(qµ+qν)y. (A.6)
Fazemos agora a integração da equação anterior na direção x:∫
dx[ûx · ∂x + i(qµ + qν)ûy·](E0ν ×H0µ −E0µ ×H0ν) = 0. (A.7)
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O primeiro integral é nulo pois os campos são nulos no infinito e portanto temos∫
dxûy · (E0ν ×H0µ −E0µ ×H0ν) = 0, qµ + qν 6= 0 (A.8)
Voltando agora à equação (A.6), substituimos ν por ν̄, onde este último se refere a campos que se
propagam no sentido oposto dos primeiros (campos refletidos), ou seja, temos Eµ̄ = E0µ̄e
−iqµ̄y e Hµ̄ =
H0µ̄e
−iqµ̄y e portanto,
∇ · (Eν̄ ×Hµ −Eµ ×Hν̄) = [∇t ·+i(qµ − qν̄)ûy·](E0ν̄ ×H0µ −E0µ ×H0ν̄)ei(qµ−qν̄)y. (A.9)
Fazendo a mesma integração que no caso acima chegamos a:∫
dxûy · (E0ν̄ ×H0µ −E0µ ×H0ν̄) = 0, qµ − qν̄ 6= 0 (A.10)
e estando a tratar de modos TM temos E0ν̄ = E0ν e H0ν̄ = −H0µ, o que permite obter∫
dxûy · (E0ν ×H0µ + E0µ ×H0ν) = 0. (A.11)
Somando então as equações (A.8) e (A.11) ficamos com:∫
dxûy · (E0ν ×H0µ) = 0 (A.12)
que no problema do caṕıtulo referido toma a forma espećıfica:∫
dxEx0νH
z
0µ = 0. (A.13)
96
B
Função Dielétrica do Ouro
Neste apêndice apresentamos a função dielétrica [59, 60] do ouro utilizada ao longo do trabalho nos
problemas que envolveram a consideração de um metal real.
A sua fórmula é:











1/λj − 1/λ− i/γj
+
e−iφj
1/λj + 1/λ+ i/γj
)
(B.1)
onde ε∞ = 1.53, λp = 145 nm, Aj = (0.94, 1.36), φj = −π/4, λj = (468, 331) nm, γj = (2300, 940) nm e
γp = 17000 nm.
Podemos ver uma representação gráfica da mesma na gama de frequências considerada nos problemas
das seccções 5.2 e 5.5 na figura B.1. Nestas secções a função dielétrica do metal real considerado é
εm = <(εAu).












Figura B.1: Função dielétrica do ouro utilizada no presente trabalho em função da energia da luz. O
painel esquerdo corresponde à parte real desta função e o direito à parte imaginária.
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